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12. 1 Εἰσαγωγικὸν σημείωμα 


Ὅλαι αἱ μέχρι στιγμῆς ἀποκτηθεῖσαι γνώσεις, ἐπὶ τῆς ὁριακῆς τιμῆς 
μιῦς συναρτήσεως εἰς ἕνα σημεῖον συσσωρεύσεώως αὐτῆς καθὼς καὶ ἐπὶ τῆς 
συνεχείας εἲς ἕνα σημεῖον τοῦ πεδίου ὁρισμοῦ τῆς συναρτήῄσεως, εἶχον καὶ 
ἕνα ἅλλον βασικὀν σκοπόν, νὰ μᾶς εἰσαγάγουν εἰς ἕνα νἑον κεφάλαιον, 
τὸ κεφάλσοιον τῶν παραγώγων. 

"Ἡ παράγὠγος μιᾶς συναρτήσεως εἰς ἕνα σημεῖον συσσωρεύσεως τοῦ 
πεδίου ὁρισμοῦ της καὶ κατ᾽ ἐπέκτασιν ἡ σπουδἠ τῶν παραγωγισίµων συναρ- 
τήσεων ἀποτελεῖ τὸ βασικώτερον στοιχεῖον τῆς μελέτης μιᾶς συναρτήσεως 
λεπτομερειακῶς καὶ ἐπὶ πλέον παρουσιάζει ὁλόκληρον τὸ μεγαλεῖον τῆς 
᾿Αναλύσεως ἀπὸ ἀπόψεως ἐφαρμογῶν. 

Ὅπως θὰ εἴδωμεν εἰς τὰ ἔπόμενα, αἱ ἐφαρμογαὶ τῶν παραγώγων εἰς 
τὴν µελέτην διαφόρων θεμάτων γεωμετρίας, φυσικῆς κλπ. εἶναι τόσον 
ἑνδιαφέρουσαι, ὥστε νἁ ἀφήνουν ἔκπληκτον τὸν μελετητὴν πρὸ τοῦ ἄπεριο- 
ρίστοὺ τῆς ποικιλίας αὐτῶν. 


12. 2 ᾿Ορισμοὶ καὶ µελέτη τῶν παραγωγισίµων συναρτήσεων; 


Ὀρισμὸς 1. {ία συνάρτησις [ μὲ πεδίον δρισμοῦ τὸ ἀνοικτὸν διάστηµα 
{Ίξ-(α, ϱ) θὰ λέγωμεν, ὅτι παραγωγίξεται εἰς τὸ σημεῖον ξεΔ, ὅπου ἕ ἐσω- 
τερικὸν σημεῖον τοῦ Δ, ἢ εἶναι παραγωγίσιµος εἷς τὸ ξε1 ἢ ἔχει παράγωγον 
(ποώτην) εἰς τὴν θέσιν ἃ -- ξε/, ὅταν καὶ µόνον ὅταν ὑπάρχῃ τό: 

χ-ξ α--ξ 
καὶ εἶναι ἕνας πραγματικὸς ἀριθμὸς λ. 


Σηµείωσις: Γράφοµεν ἁπλῶς Δ ἀντὶ «Ὅ({) ἑνῶ χρησιμοποιοῦμεν καὶ τὴν γραφὴν 
3)(8) διὰ τὸ πεδίον ὁρισμοῦ. 


εινα 


Συμµβόλιζομεν τὸ {πι «κ) Πα ΞΞ Λε μὲ (2) -- λε καὶ τὸ ὃδια- 


Χ-λξ 


βάζομεν ἡ ποώτήη παράγωγος τῆς { εἰς τὴν θέσιν α -- ξε:1 εἶναι λεᾖ. 


Ὀρισμὸς 2. ᾿Εὰν ἡ συγάρτησις ἔχ] πεδίον ὁρισμοῦ τὸ 4 Ξ-(α, ξ/ καὶ 
ὑπάοχή τό: 


- ΑΕ 
Γι -ἴπ)- δ)  1εῃ 
κ-ᾱ-0 α--ξ 
Τότε Λλέγομεν, ὅτι ὑπάρχει ἡ παράγωγος τῆς { ἓξ ἀριστερῶν εἰς τὴν θέσιν 
αξ- ξε{ ἢ ὅτι ἡ { παραγωγίζεται ἐξ ἀριστεμῶν εἰς τὴν θέσιν αΞ- ξεί μαὶ 


συμµβολίξοµεν τοῦτο µέ: {(ἐ-- 0) Ξ- λε. 


Ορισμὸς 3. ᾽ναλόγως θὰ Λέγωμεν ὅτι ἡ ᾗ παραγωγίξεται ἐκ δεξιῶν 
εἰς τὴν θέσιν αΞ- Σε, ὅπου 4 -- {έ, β), ὅταν καὶ μόνο» ὅταν ὑπάρχῃ τό; 


[ία)--[(Ε). 


Πίπι Ξ- 2ε[ὲ 
κ-οξτο λα α 
καὶ συμβολίζοµεν τοῦτο μὲ [ (ἐ-1-0)-- λε. 
Παρατηρήσεις 
ο κ --ἒ . ς ο. . ες, ὢ 
1. 'Εὰν τὸ [πι κώλο Ἁ εἶναι τὸ --οο ἢ τὸ --ο, κάµνοµμεν τὴν ᾱ- 
χ-φξ Χ--ξ 


κόλουθον συμφῶνίαν, λέγοντες ὅτι ἢ ποράγὠγος τῆς Τ εἰς τὴν θέσιν 
Χ Ξ- ξεδ (ἔ ἐσωτερικὸν σημεῖον) ἀπειρίζεται θετικῶς, ἀντιστοίχως ἀρνητι- 
κῶς καὶ γράφοµεν: Γ΄ (8) -- --οο, ἀντιστοίχως Ε (8) -- --οο. 

᾿Ανάλογος συμφωνία γίνεται καὶ διὰ τὰς περιπτώσεις, κατὰ τὰς ὁποίας 
εἶναι: ἃ Ξ-(α. ξ] ἢ Δ-- [ξ,β), ὁπότε θὰ ἔχωμεν : 

Γ/(1---) --- --οο ἢ ---οο (ἀριστερὰ παράγωγος τῆς Ε εἰς τὴν θέσιν κ--ξεΔ) 
καὶ {(ξ-Γ0) -- Γοο ἢ ---οο (δεξιὰ παράγωγος τῆς Τ εἰς τὴν θέσιν κ -- ξεδ) 

ἨΠροφανές, ὅτι εἷς τὰς περιπτώσεις αὐτᾶς ἦ συνάρτῃσις δὲν παραγωγί- 
ζεται εἰς τὴν θέσιν χ -- ξεΔ. 

2. Συνήθως τὴν συνάρτησιν Ε(Χ) - τν μὸ πεδίον ὁρισμοῦ τὸ 
-Ὁ(!) ---{δ) τὴν καλοῦμεν κλίσιν τῆς Γ εἲς τὴν θέσιν χ -- ξεζθ(Ώ) ἢ καὶ πη- 
λίκον αὐξήσεων τῆς { εἰς τὴν θέσιν χξ-ξεξζο(Ώ. Προφανῶς δὲ ἂν ἔ σημεῖον 
συσσωρεύσεως τοῦ «2(Π), τότε ὅ σημεῖον συσσωρεύσεως καὶ τοῦ «Φ(Ε)- 
5 «)(Ε) --{ξι καὶ ἐἑπομένως ἔχει νόηµα νἁ ὁμιλοῦμεν περὶ τοῦ : ἱ 


Γπα Ε (κ) Ξ- Επι ο πε ο) 


κ-ρᾶ χι-»ξ Χπ-ς 


. ο 


3. Ἡ παράγωγος τῆς Ε εἲς τὴν θέσιν χ -- ξεΔ εἶναι πάντοτε ἕνας πρα- 
γματικὸς ἀριθμὸς (ἐφ᾽ ὅσον ὑπάρχει τὸ ὅριον) καὶ οὐδέποτε µία συνάρτησις. 


4. Συνηθίζοµεν τὴν κατὰ ἀκριβολογίαν πρώτην παρύόγωγον τῆς Ε εἰς 
τὴν θέσιν χΞξξεΔ νὰ τὴν λέγὼμεν ἁπλῶς ποράγωγον τῆς Ε εἰς τὴν θέσιν 
Χ -- ξεΔ. ' 


5. Αἱ κατὰ τοὺς ὁρισμοὺς 2, 3 ὁριζόµεναι ἀριστερὰ παράγωγος Ε καὶ 
δεξιὰ παράγώγος τῆς Ε καλοῦνται πλευρικαὶ παράγωγοι τῆς Ε εἰς τὰ ἀντί- 
στοιχα σημεῖα. 


6. Ἐὰν ὑπάρχῃ ἐν Β. µόνον ἡ ἀριστερὰ ἢ µόνον ἡ δεξιὰ πλευρικὴ πα- 
ῥράγωγος τῆς 1 εἰς τὴν θέσιν κ -- ξεΔ, τύτε θὰ λέγωμεν, ὅτι αὐτὴ εἶναι καὶ 
ἡ παράγωγος τῆς { εἰς τὴν θέσιν ΧΞ ξεΛλ. Διότι ἂν Λ--ία, β] καὶ εἶναι 
ξεία, β), τότε δυνάµεθα νἁ ὁμιλῶμεν διὰ δεξιὰν παράγῶώγον τῆς Ε εἰς τὸ 
ξεία, β), διὰ ἀριστερὰν παράγωγον τῆς Ε εἰς τὸ ξεία, β), ἀλλὰ µόνον διὰ 
δεξιὰν παράγώγον τῆς Ε εἰς τὸ α καὶ διὰ ἀριστερὰν µόνον παράγῶγον τῆς 
Γεἰς τὸ β, ὄχι δὸ διὰ ἀριστερὰν παράγωγον τῆς Ε εἰς τὸ σα καὶ δεξιὰν τῆς Ε 
εἰς τὸ β. 

Ἐάν λοιπὸν ὑπάρχηῃ ἢ δεξιὰ παράγωγος τῆς Ε εἰς τὸ α, τότε ἢ Τ παρα- 
γωγίζεται εἰς τὸ α, ἀφοῦ Ιίπι πῶς κ «εστω 

κα ἅπ- ᾶ Χ-δα-ο ἅπ ά 


πειδή, ὅταν Δ -- [α, β] καὶ γράφωμεν κ --»- α, ἐννοοῦμεν χ -» α--θ, 
Ἑπομένως:  Ε{α--θ) Ξ-- Εία). 
᾿Αναλόγως: Είβ--0 -- Γ(β). 


--έ(ω ἕ- 


7. Ἐφ᾽ ὅσον ξεία, β), δηλαδὴ ἕ ἐσωτερικὸν σημεῖον τοῦ Δ -- (α, β) 
καὶ ὑπάρχει ἢ {{ξ-Γ0) καὶ Ε΄ (ἕ ---0), τότε, ἐάν { (ξ-0) -- Ε(ξ ---θ), θὰ ὑπάρ- 
χἒή καὶ ἣ Γ{6) καὶ θὰ εἶναι : 

Γ(-Γ0) --Γ(ξ--θ) -- ξ(δ 


τοι ἰσχύει ἡ ἁκόλουθος πρότασις. 


ΠΡΟΤΑΣΙΣ. ᾿Κὰν ὑπάρχουν ἐν Ἐ αἱ δύο πλευρικαὶ παράγωγοι τῆς ἔ 
εἰς τὴν θέσιν κ -- ξεΔ, ὕπου ἕ ἀμφίπλευρον σημεῖον σὺσσῶρεύσεως τοῦ Δ 
καὶ εἶναι ἴσαι, τότε ὑπάρχει καὶ ἡ παράγῶγος τῆς ἓ εἰς τὴν θέσιν χ Ξ- ξεΔ 
καὶ ἀντιστρόφως. 


: {(κ)--- -- με 
᾽Απόδειξις. Ἔστω ὅτι πι κώμα Ξ- λιεξ καὶ Πτι πῶς . 
κ-ἐφο Χ--δ χοέ-ο Χ--ς. 
Ξξ λοεξ καὶ ἔστῳ λιΞλο. 
Γνωρίζοµεν, ὅτι ἐφ᾽ ὅσον ὑπάρχουν τὰ ἀμφίπλευρα ὅρια τῆς Ε εἰς τὴν 


κ ιδοβιςτ, 


ω ο πος ο ον ων Γασ)-- πξ 
θέσιν χ -- ΣεΔ καὶ εἶναι ἴσα, θὰ ὑπάρχῃ καὶ τὸ ᾖῆπι - ο) (8) Ξ- λεξ καὶ 


Χ.νξ κα. ξ 
εἶναι λ.ξ- λι 5 λ,. 

{α) --- ΠΕ) 
κ--ξ 
καὶ τὰ δύο πλευρικὰ ὅρια τῆς Ε εἲς τὴν θέσιν Χ-- ξεΔ καὶ εἶναι ἴσα 

πρὸς λεκ. 

Ὥστε: Εὰν διὰ κάποιο ἐσωτερικὸν σημεῖον ξεΔ δὲν ὑπάρχῃ µία τῶν 
πλευρικῶν παραγώγων ἢ ὑπάρχουν ἀμφόύτεραι, ἀλλὰ εἶναι διαφορετικαί. 
τότε δὲν ὑπάρχει ἡ παράγωγος τῆς ἴ εἰς τὴν θέσιν χ -- ξεΔ. 


᾿Αντιστρόφως, ἐάν ὑπάρχῃ τὸ Ίπι Ξ- λες τότε ὑπάρχουν 
κ-φό 


8. Προσέξατε διὰ νὰ ἔχη νόημα ἤ ἔκφρασις «ἤ παράγωγος τῆς Ε εἲς 
τὴν θέσιν χ -- ξεΔ», θὰ πρέπει τὸ σημεῖον ἕ νὰ ἀνήκη εἰς τὸ Δ καὶ νὰ εἶναι 
σημεῖον συσσὠρεύσεως αὐτοῦ. Επομένως εἰς τὰ μεμονωμένα σημεῖα τοῦ 
πεδίου ὁρισμοῦ μιᾶς συναρτήσεως ἡ παράγωγος δὲν ὀρίζεται, ἂν καὶ ἢ 
συνάρτησις εἰς αὐτά εἶναι συνεχής. 

Ὥστε βασικῶς ἀναφερόμεθα εἲς σημεῖα ἐἑσωτερικά τοῦ πεδίου ὁρισμοῦ 
μιᾶς συναρτήσεως. 

9. Ἑπομένως, ἐὰν τὸ πεδίον ὁρισμοῦ τῆς συναρτήσεως [ εἶναι Δ-ξ[α, β]. 
θὰ λέγωμεν ὅτι ἤ Γ παραγωγίζεται ἐπὶ τοῦ [α. β], ὅταν, καὶ µόνον ὅταν : 
α) Ὑπάρχη ἡ παράγωγος τῆς Ε εἰς κάθε σημεῖον τοῦ (α, β). 

β) Ὑπάρχη ἢ δεξιὰἁ παράγωγος τῆς Ε εἰς τὸ α. 
γ) 'Ὑπάρχη ἡ ἀριστερὰ παράγωγος τῆς Γ εἰς τὸ β. 

10. ᾿Ἐπανερχόμενοι πρὸς στιγµὴν εἲς τὰ γνωστὰ περὶ ἀκολουθιῶν 
δυνάµεθα νὰ χρησιμοποιήσωμεν καὶ τὸν ἀκόλουθον ὁρισμὸν διὰ τὴν παρά- 
γωγον τῆς Ε εἰς τὴν θέσιν χ -- ξεδ. 

Ορισμὸς 4. Θεωροῦμεν τὴν συνάοτησιν ᾗ μὲ πεδίον ὁρισμοῦ τὸ διά- 
στηµα «1 καὶ ὃ ἐσωτεοικὸν σήημεῖον τοῦ /{ καὶ τὴν συνάρτησιν {(3) -- 

[ 4 )---- ν λα) ϱ/ 5 / 
Ξς ο ορ!) -- 4 --{ξ}. Θὰ Λέγωμεν ὅτι ἡ {[ παραγωγίζεται 
εἰς τὴν θέσιν 3 -- ξε καὶ ἔχει παράγωγο» τὸν πφαγματικὸν ἀριθμὸν Λεβ 
(ἢ -Ι-οο ἢ ---ο) ὅτω, καὶ µόνον ὅταν, ἰσχύῃ: 


. ια ῳ ον 
αν Ὅσ ' -»- Ιὗπι [{αν)- -- πν «θα να. [/ (2) ΞΞ/ 
ὰμὲ νε --- (ξ) σνεΝ ο  ᾖἩ / Ἔ λε ἢ --οο ᾖ ---οο. 
Κατόπιν τούτου, ἐὰν διά δύο ἀκολουθίας ἀπὸ τὸ - τὰς Χν] νεΝ 
᾿ κι) --ἴἢ μ Εκίν)--ἲ 
καὶ Χ’,| νεΝ μὲ χ.-»ξ καὶ Χν σὅ εἶναι ΙΠ] δει ω ὃν ἴν) κν)--ἴ(ς). 
ντου ἂν ων αν πες 


τότε δὲν ὑπάρχει ἡ παράγωγος τῆς { εἰς τὴν θέσιν χ -- ξεΔ. 


ο 


11. Πολλάκις κατὰ τὰς ἐφαρμογάς κάµνοµεν χρῆσιν καὶ τοῦ ἀκολού- 
θου τύπου εὑρέσεως τῆς παραγώγου εἰς τὸ σημεῖον ξεδ. 
μα ο θ πῶ Γρ 
ε--0 
ποὺ προκύπτει ἐκ τοῦ ἀρχικοῦ ὡς ο ᾿Εὰν θέσωµεν κ---ἕ-- ε, τότε: 
χΞ ἔ--ε, ὁπότε ἐὰν (ξ--ε)εΔ, ὅταν χ --» ἔ, τότεε -» 0 (ε -ε 0) καὶ ἑπομένως : 


πο σα 
6 


χ-δξ Χ.---- ε-θ 


12. Τὴν παράγωγον τῆς { εἰς τὴν θέσιν χΞξ ξεΔ συμβολίζομεν καὶ ὡς 
ἑξῆς κατὰ Γείρη!1Σ: 
( ο ω] 


) ἢ καὶ μὲ (λετε, 
αχ χ-ξ 


12. 9 Ἡ συνάρτηῃσις πρώτης παραγώγου. Παράγωγος ἀνωτέρας 
τάξεως 


Ἔστω µία συνάρτησις Ε μὲ πεδίον ὁρισμοῦ τὸ διάστηµα Α καὶ ἔστω, 
(ω--ἴὃ 
χ--ἕ 
ρισμοῦ τῆς { (ξ σημεῖον συσσωρεύσεωῶς τοῦ ἀ). Εἶναι τότε προφανές, ὅτι 
ἡ Γπαραγωγίζεται ἐπὶ ὀλοκλήρου τοῦ Δ καὶ ἐπομένως σξεδ ἔχει νόημα τό : 
ο ἴσ--θ 
ἴπι ο) 
κου Χ--ὅ 
παντοῦ ὥρισμένη ἐν Δ καὶ παραγωγίζεται εἰς κάθε σημεῖον τοῦ ΔΑ καὶ ἂν 


ὅτι ὑπάρχει τὸ Επι ν Ε. διὰ κάθε σημεῖον ἕ τοῦ πεδίου ὃ- 
χ-»ξ 


Ε'(8)εξ. ᾿Εὰν συνεπῶς ὑποθέσωμεν ὅτι ἡ ἓ εἶναι 


παραστήσωμεν μὲ Σ τὸ σύνολον τῶν πραγματικῶν ἀριθμῶν ποὺ εἶναι αἱ 
ἀντίστοιχοι παράγωγοι τῶν διαφόρων σημείων ἕ τοῦ Δ, τότε εἲς κάθε ση- 
μεῖον ξεΔ ἀντιστοιχεῖ διὰ τῆς {Γ΄ ἕνα στοιχεῖον Γ΄(Σ) τοῦ Σ, ἐντελῶς ὥρι- 
σµένον, ποὺ εἶναι ὁ πραγματικὸς ἀριθμὸς ΕΞ) (ἡ παράγωγος τῆς ἳ εἰς 
τὸ ξεδ). Ἡ µονοσήµαντος αὐτὴ ἀπεικόνισις τοῦ Δ εἰς τὸ Σ διὰ τῆς Ε’ εἶναι 
µία συνάρτησις Γ΄, μὲ πεδίον ὁρισμοῦ τὸ Δ καὶ τιμὰς αὐτῆς εἰς τὸ Σ, καὶ 
μὲ τύπον Υ Ξ Γ{(α). 


σας λίρων 


Τὴν συνάρτησιν αὐτὴν Γ΄ καλοῦμεν συνάρτησιν πρώτης παραγώγου 
τῆς Ε εἰς τὸ Δ, ἢ ἁπλῶς παράγωγον τῆς Ε εἲς τὸ Δ. 


ὈΟρισμός. [αλοῦμεν συνάρτησιν πρώτης παραγώγου τῆς [ εἰς τὸ 4, 
τὴν συνάρτησιν [΄ μὲ πεδίον δρισμοῦ «(/)--ίξεσί([) καὶ ὑπάρχει τὸ (2) 
καὶ μὲ τιμὰς αὐτῆς εἲς τὸ Π. Ποοφανῶς Β() Ξ-({{ (2) μὲ Σεθ(/)λς Β. 


Ἐὸὰν ἢ συνάρτησις Ε΄ τῆς πρώτης παραγώγου τῆς { ἔχη εἰς ἕνα σημεῖον 
ξεΔ παραγὠγον, τότε ἡ παράγωγος τῆς {’ εἰς τὸ ξεδ καλεῖται δευτέρα παρά- 
γῶγος τῆς Τ εἰς τὸ ξεΔ καὶ συμβολίζεται μὲ Γ΄ (8). Ἐὰν τώρα ἡ { (8) ὑπάρχῃ 
διὰ Κ.ΣεΔ, τότε, ὡς καὶ προηγουμένως, ὁρίζεται µία νέα συνάρτησις {-΄ 
εἰς τὸ Δ, ἡ ὁποίο καλεῖται συνάρτησις δευτέρας παραγώγου τῆς ἴ εἰς τὸ Δ. 
᾿Αναλόγως ὀρίζονται αἱ συναρτήσεις παράγῶγοι τρίτης κ.ο.κ. τάξεως 
τῆς Ε εἰς τὸ Δ περὶ τῶν ὅποίων θὰ ἀσχοληθῶμεν λεπτομερέστερον κα- 
τωτέρω. 

Συμβολικῶς τὴν παρόγωγον τάξεως ν (ἐφ᾽ ὅσον ὑπάρχει) συµβολίζο- 
μεν μὲ ΠΝ) καὶ τὸν ὀντίστοιχον ἀριθμὸν εἲς τὴν θέσιν χ -- ἔεδ μὲ ΕΞ). 


Παρατήρησις Ἱ. Θεωροῦμεν σκόπιµον νὰ τονίσώμεν ἀπὸ τοῦδε ὅτι ἡ 
γ-οστὴ πάραγώγος τῆς { εἲς τὴν θέσιν χ -- ξεΔ, ὁρίζεται ἀπὸ τὴν ἰσότητα : 


ΓΣ) -- πι -- ο) Ἕ 99. 
Χ-νξ πμ ἔ 
καὶ διὰ νὰ δυνάµεθα νὰ ὁρίσωμεν τὴν ν-οστὴν παράγωγον τῆς Ε εἰς τὴν 
θέσιν χ--ξεΔ θὰ πρέπει ἡ συνάρτησις ΕΓίν-Ώ) (τῆς ν--Ι τάξεως παραγώγου 
τῆς ϐϱ) νὰ εἶναι ὠρισμένη εἰς µίαν περιοχὴν τοῦ ξ, δηλαδὴ δὲν ἀρκεῖ νὰ 
ὑπάρχῃ τὸ {-Ε(ξ) -- λε. 


Παρατήρησις 2. ᾽Ακόμη θεωροῦμεν ἁπαραίτητον καὶ πάλιν νὰ ἐπιστή- 
σωμεν τὴν προσοχήν σας ἐπὶ τοῦ ἑξῆς σημείου ἐπὶ τοῦ ὁποίου δὲν πρέπει 
νὰ γίνεται σύγχισις. 

Ἡ ἔννοια παράγωγος τῆς ἕ εἰς τὴν θέσιν χ ξεΔ εἶναι ὁ ἀριθμὸς 
Γ(Ξ)εΕ καὶ ὄχι µία συνάρτησις ποῦ εἶναι ἡ παράγωγος τῆς ἢ. 

Ὥστε ἄλλη ἢ ἔννοια, ἢ παράγωγος {Γ΄ τῆς Ε καὶ ἄλλη ἡ ἔννοια ἡ παρά- 
γὠγος Γξ)εΒ τῆς Ε εἲς τὴν θέσιν ΧΞ- ξεΛ. 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1. Ἡ παράγωγος μιᾶς σταθερᾶς συναρτήσεως. 


᾽Απάντησις. ᾿Εστῶ {(Χ) -- ο ψχεῖ, καὶ ξεξ τυχὸν σημεῖον τοῦ (Γ) -- Κ, προφα- 
φανῶς σημεῖον συσσώρεύσεως τοῦ «2(8). 'Η παράγωγος τῆς Ε εἰς τὴν θέσιν κ-:-ξε-(θ 
θά εἵναι, ἐπὶ τῇ βάσει τοῦ ὁρισμοῦ, 


ο σ 


πο ο 
Γ (5) ς«- ο. ρε πα, να ο. 


ο 


Αρα ἡ παράγωγος μιᾶς σταθερᾶς συναρτήσεως ὑπάρχει πάντοτε καὶ εἶναι μηδὲν 
ΝΧΕΕ. Ὥστε: {3 -Ξ(ο)Ξ0. 

Ἑπομένως ἡ συνάρτῆσις πρώτης παραγώγου μιᾶς σταθερᾶς συναρτήσεως εἶναι ἡ 
σταθερὰ συνάρτησις Ε(9) - ' 

Προφονῶς καὶ κάθε ἑπομένη συνάρτησις δευτέρας κ.ο.κ. ν-οστῆς παραγώγου εἶναι 
ἡ σταθερἀ συνάρτησις Γ(9(Χ) -- θ!ν Ξ 1,23... 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2. Ἡ παράγωγος τῆς μονωνύμου συναρτήσεως {χ) Ξ- χ" μὲ νεΝ. 


᾿Απάντησις. Προφανῶς 3)(Γ)--Ε. Ἔστω ξε-θ(Β) μὲ ἕ σημεῖον συσσωρεύσεως τοῦ 
«)({). Ἡ παράγωγος τῆς [ εἲς τὴν θέσιν χ -- ἔε-Ὅ(β) εἶναι : 


Γ (8) -- πι αλ -α Π1Π1 δε Ξε πι (Χ τὰ -- αχ) ἐδ αθνο, - ξν-λ -- 
λρὸ ὃς Χο ἅπ ὃ Χ-»ξ 
5 ἔν1 ε- δστλ -ν.ν Ε δε 55 νε] καὶ τοῦτο ψέε Φ(Γ). 
ἝὭστε ἡ συνάρτησις πρώτης παραγώγου μιᾶς μονωνύμου συναρτήσοως ἴ(α)Ξ 
Ξ-- χΥ|νεΝ εἶναι: Γ (3) ς- νχ"-ὶ ψχεε. 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3. Ἡ παράγωγος τῆς Γα) Ξ |χ|. 


᾿᾽Απάντησις, Προφανῶς «Φ(0) -- Ξ. Διακρίνομεν τρεῖς περιπτώσεις. 
α) Ἔστω χεᾶ”, τότρ (κ) -- χ καὶ κατὰ τὸ προηγούµενον Ε΄(χ) -- Ι. 
β) "Ἔστω χεξ-, τότε Γ(Χ) -- ---κ καὶ ἄρυ ((ς) -- ---ἴ. 
Υ) Ἐὰν χ-- 0, τότε ἀγόμεθα εἰς τὸ νὰ ἐξετάσωμεν τὸ πλευρικὰ ὅρια τῆς ἢ διά 
χΧ-- 0-0 καὶ διὰ χ -- 0--θ. 
τρ---[() 


Ἔχομεν: πι ωσίο μα ὄπ τν 1 καὶ Ίπι το 
χ-»0-0 κΧ--θ κ.»ο-ο Χ χο Χ--6 


Ἐπειδὴ ἡ δεξιὰ καὶ ἡ ἀριστερὰ παράγωγος τῆς Γ[(Χ) -- ΙΧ οἲς τὴν θέσιν κ -- 0 εἶναι 
διάφοροι ἕπσται, ὅτι ἡ { δὲν ἔχει παρόγωγον εἰς τὴν θέσιν χ -- 0. 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4. Πὔρετε τὴν παράγωχον τῆς ἕ μέ: 


22 ἂνχς 3 
{σ) - χ)--ἶ1 ὂν χ»» 3 


εἰς τὴν θέσιν κ -- 3. 


᾽Απάντησις. Προφανῶς Φ(Π)ς-(--.οο, 3] [1 (3, -τ ο), ἤτοι «Ὅ() ΞΞ Κ καὶ τὸ ἔ-λ ση- 
μεῖον συσσωρεύσεως τοῦ «2(8). ᾿Επειδὴ ἡ Ε εἰς τὴν περιοχἠν τοῦ σημείου ἕ -- 3 ὁρίζε 
ται μὲ διοφορατικοὺς τύπους θὰ ἐξετάσωμεν τὰς πλευρικὰς παραγώγους τῆς Ε εἰς τὴν θέ 
σιν ἔ --3. Ἔχομεν, προφανῶς {[(3) -- 54, καὶ: 


ἵνα ον, πι, κος τα ορ καθὼς καί: 
χ.»2-κο Χ--δᾱ Χ-»3340 ϱ Χ-- 
ῥ οὐ σί., Ἱι «2ἲ-- πι 203 ή. 2χ--0) ς- 54, 
Χ.3--0 Χ--ᾱ Χ.23-0 Χχ--3 χ-νὰ--θ 


Ἐποειδὴ αἱ πλεουρικαὶ παράγώγοι τῆς  εἲς τήν θέσιν ἕ -- 2 εἶναι διάφοροι δὲν ὑπάρ 
χει ἢ παράγωγος τῆς { εἰς τὴν θέσιν κ Ξ- 3ε-(). 


-- -ᾱ 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 5. Εὔρετε τὴν παράγωγον τῆς { µέ: 


---κ ὄνχ «0 
ο -{ χ--2 ἂν κ 0 


᾿Απάντησις. Προφανῶς «Ὀ(ῆ) 5 (--οο, 0) ἡ [0, -ἵ-σ0) -- Κ. Διακρίνομεν τὰς ἀκο- 
λούθους περιπτώσεις. 
α) ᾿Εὰν χ-«.0, τότε ὁ τύπος τῆς ΓΕ εἶναι {(Χ) -- --ᾱχ. Ἔστω κ-- ἔε-θ([) μὲ ἔςθ. Ἡ 
παράγωγος εἰς αὐτὸ εἶναι τό : 
Ε (8) -- ία 1) πι αι ς-δδ ο Ππ δα δ) 
κνὲ Χ--ξ κ.ρξ χ--ἕ κ»ξ Χ--ξ 
Ὥστε γχε([) μὲ χ««0 θά εἶναι : ο ς- --ᾱ. 
Β) Ἐὰν χ:»50, τότε ὁ τύπος τῆς [ εἶναι: ((κ) Ξ- χὶ--2. Ἔστω κ-- ἔε-(θ) μὲ ἔ:»0, 
Ἡ παράγωγος εἰς αὐτὸ εἶναι τό : 
πο τε... Αμμος ως μια ο. μωσν 
κοξ Χ--ξ νε Χ--ξ κο Χ--ξ 
Ὥστε ψχε.Ὀ(6) μὲ χ:»0 θά εἶναι: Ε(Χ) -- 4χᾶ. 
γ) ᾿Εξετάζομεν τώρα ἂν ὑπάρχη ἡ παράγωγος τῆς Ε εἲς τὴν θέσιν κ--θε-Ὀ(ῆ) καὶ 
τὸ 0 σημεῖον συσσωρεύσεως τοῦ «Φ(Ε). ᾽Αναζητῶμεν τὰ πλευρικάἀ ὅρια : 


Ξ ---ᾱ. 


πα ο κα ππ στο, 
κνυ-ο Χ--θ χ-ν0-ο κ--θ 
Ἔχομεν: Ἰίπι ως ουσ --0 καὶ Ιίπι ο-πῳ 
χ.»00 Χ--θ κ-»0-ο Χ--θ κ.»0-ο. Χ--θ 
1 -2χ ---2 
Ξ- 01 -- σα Ξ -- οὉ 


καὶ ἐπειδὴ αἱ πλευρικαὶ παράγωγοι τῆς Ε εἰς τὴν θέσιν κ -- 0 εἶναι διάφοροι δὲν ὑπάρχει 
ἡ παράγὠγος τῆς Γ εἰς τὴν θέσιν κ -- 0. 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 6. Θεωροῦμεν τὴν συνάρτησιν { μέ; 


ς 1 ᾳ 
[ια ἂν κο 
τω ας 
ζ ο ἂν κθ 
νὰ ἐξετασθῇ ἂν ὑπάρχῃ ἡ παράγωγος αὐτῆς εἰς τὴν θέσιν κ -- 0. 
Γκ) --- 


᾿Απάντησις. ᾿Αρκεῖ νὰ ἐξετάσωμεν, ἂν ὑπάρχη τὸ Ἱΐπι . ον » Όπου θε 6) (0) 


κ-»θ Χ--τ 
καὶ σημεῖον συσσωρεύσεως τοῦ «2({), 
µ Ι 
χ΄Ἡμ ------ 
Ἔχομεν : Ιπι (0) -- πι ας φαᾖ]ηι Χχημ ιο. 0 (ὡς γνωστόν). 
χο Χχ--θ χ.ο κ--0 κο 


Αρα ὑπάρχει ἦ παράγωγος τῆς Ε εἰς τὴν θέσιν κ -- 0 καὶ εἶναι Γ(0) -- 0, 
ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 7. Νὰ ἐξετασθῇ ἐὰν ὑπάρχῃ ἡ παράγωγος τῆς συναρτήσεως Ε μέ; 


Γκημ ὄνχθο 
{χ)- « χ 


ες ο ἂνκο 
εἰς τὴν θέσιν χ - 0. 


Οικ, 


᾽Απάντησις. Προφανῶς «Ο(Ε)--Ε καὶ τὸ μηδὲν σημεῖον συσσωρεύσεως τοῦ 2(8) 


Ἐξετάζομεν, ἐὰν ὑπάρχη τὸ [πι 1 ο, 
χ-νθ ο 


Ἔχομεν Ιίπι παω {ο) Ξ- πι ος κι Ππι ημ Ἱ » Είναι ὅμως γνωστόν, 
χ.ο Χ-- κ-0 χ--0 χ-νο  Χ 


ὅτι τὸ ὅριον τοῦτο δὲν ὑπάρχει, ἄρα δὲν ὑπάρχει καὶ ἡ παράγωγος τῆς Ε εἰς τὴν θέ- 
σιν χ Ξ 0. 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 8. Νὰ εὑρεθῇ ἡ συνόρτησις παράγωγος τῆς συναρτῄσεως { μέ: 


{(κ) -«- Κῶςξ υκ. Χ. 
᾽Απάντησις. Προφανῶς 9(Ε) -- (6, -- 90). Θεωροῦμεν τυχὸν σημεῖον χ--- ξε(θ, -Ι- ο0) 
καὶ ἀναζητοῦμεν τὸ {πι Εν Μο) Ἡ 
κ. χ--ξ 


Ἔχομεν: πι ο κ πα (5) Ξ- ἰίπι Μαν -ε νδ -- να ] 
των κ--δ χοξ ἂ--δ χοξ γ/χη- νὲἒ ὃ2ὸψὲ 


"Αρα ἡ παράγωγος τῆς Ε εἰς τὸ τυχὀν σημεῖον ξεί(θ, --οο) ὑπάρχει καὶ εἶναι: Ε΄ (6) -- 


Ι 
2γξ 


Θ. 


ψξείθ, --α). Ὥστε ἡ συνάρτησις παράγωγος τῆς ἓ εἶναι ἣ : 


Γ(α) -- ψχεί(θ, -ἴ- οο). 


2νκ 
”Ας ἀναζητήσωμεν τώρα ἂν ὑπάρχηῃ ἡ παράγωγος τῆς { καὶ εἲς τὴν θέσιν χ--θ. 


Πρὸς τοῦτο ἀναζητῶμεν ἂν ὑπάρχτῃ τὸ [πι ἴϱ--Π9 ς 


ποὺ ἐπειδὴ «(0 -- 
κ.»0-ο κχ--θ 


Ξ[0, --οο) ταυτίζεται, ὡς γνὠστὀν, μὲ τὸ {πι ο) Άμα Πο. (Παρατ. 6) 
κ-νο Χκ--θ 
Ἔχομεν: πι ιο. [ἶπι αὰ ο πσουυς- οο. Αρα ἡ 
κο. Χ--ο κο Χ--0 Χ--θ--0 γ/χ 


παράγωγος τῆς Ε εἲς τὴν θέσιν κ 0 δὲν ὑπάρχει, ἀλλὰ ἀπειρίζεται θετικῶς. 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 9. νὰ εὐρεθῇ ἡ παράγωγος τῆς { μὲ {(κ) -- ημχ. 


᾽Απάντησις. Προφανῶς «0(Γ) -- Κ. ὌἜστω ἔεβφ(θ καὶ ἔ σημεῖον συσσωρεύσεως 
τοῦ Φ(Ε). Ἐφαρμόζομεν τὸν τύπον τῆς παρατηρήσεως 11. 


Θά ἔχωμεν: Ε(Ε) -- Ιἰπι αδγε)--(ϐ) πι Πμίδε)- πμ 


ε.0 ε ε-ν0 5 
Β ( ε Ε 
2ηµ., συν (5 .. 2 ) ηµ 2 . μ.ἁ 
ΞΞ [πι α θά Ξ- [πα ο εἰίπι συν (ε ο. ) -- 1.συνᾶ-- συνξ. 
ε-νθ ε ε9. ϐ ε:νο. λ 2 
2 

Ὥστε ἤ συνάρτήσις παράγὠγος τῆς ((χ) -- ημκ εἶναι: Ε΄(κ) ς- (ημσα)΄ -- συνχ νχεξ. 

"Ομοίως εὑρίσκομεν ὅτι: Ε(Χ) -- (συνα)΄ -- --ημκ γχεΚ. 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 10. Νὰ εὑρεθῇ ἡ παράγωγος τῆς { μὲ {χ) ς- ε. 


[ο ς-- 


Απάντησις. Ἔχομεν: {(χ) -- (63) -- πι ο μπακ πι ζὰ ἁππας) μα 
ε-νο 8 ε-νο ε 
τι. οξ--ἶ . φλ δει ὦ ὥνες -ᾱᾱ 6ε--- ἶ η 
Ξε ϱἳ πτ . -.. ᾽Αλλὸ γνωρίοµεν ὅτι Ιη νο κα 1, ὁπότε : 


ε-»θ 5 ε.ν0 5 
Γ 09 -- (6))΄ -- οἳ ψχεΕ. 
"Ὁπως παρατηρήσατε ἐδόθη σύντομος ἀπόδειξις, πορεία τὴν ὁποίαν ἀκολουθοῦμεν 
ἐφεξῆς. 
Τὸ οἳ θεωρεῖται ὡς σταθερὰ καὶ µεταβλητὴ ἡ ε μὸ ε -» 0, ἀφοῦ εἲς τὴν Οὗσιν τοῦ χ 
θεωροῦμιεν τυχόντα ἀριθμὸν ἔ ἀπὸ τὸ (0, ἀλλὰ τελείως ὠρισμένον. 


ΠΑΡΑΔΕΙΜΑ 11. Νὰ εὑρεθῇ ἡ παράγωγος τῆς { μὲ {χ) Ξ αὖἲ, ὅπου α-» 0. 


. ν ’ , - Χχ γε ἳ αξ -- | 
᾽Απάντησις. Ἔχομεν: {(Χ) Ξ- (43)’ -- Ιϊπι ωα εδίς κ κα η ντ τήν 
ε-»θ 5 ο-»0 υλ 
φ. « . α ὃ ο - πα. . 
Εἶναι ὅμως γνωστὸν ὅτι {πι ας. ο -- Ἴορα. καὶ ἑπομύνως : 


ε-»θ 8 
Γ 0) -- (3) Ξ α«Ἱορα φχεξα καὶ α-»θ. 


ΗΛΡΑΔΕΙΓΔΛΙΑ 12. Νὰ εὑρεθῃ ἡ παρόγωγος τῆς { μὲ {(κ) -ξ Ιορχ. 


᾽Απάντησις. Προφανῶς -«Φ(Ρ) -- Ε3, Ἔχομεν { ο) (1ορχ) -- Ιἶπι Ιορίκ{ε)-- ορ. 


ε-»ο ε -- 
ας Ε στ) : [ος ( ο. ) 
τς 1Π1 μμ μας μη ος ὰδ Ε- 


ορ (ι ένο ) 
Χ --ᾱ 


Ἠπι 
ε-»θ ε ε-νθ Χ 8 Χ ε-νθ Ε 
Ἡ δν ο, Ἱομ(1-Εὰ κ 
πο διότι ὡς γνωστὸν ο. --1 ἂν η -» 0. 


"Ὥστο: Ε(ὰ) -- (1οσχ)΄ -- 3 


ΝΧΕΓΤΣ, 
ΠΑΡΑΛΕΙΓΜΑ 13. Νά εὑριθῇ ἡ παράγωγος τῆς Εἔ μέ: 


{α6) - νκ--2-- γχὶ- "κό εἲς τὴν θέσιν χΞ- 2 καὶ εἲς τὴν θέσιν κ -- ---ᾱ. 


᾽Απάντησις. Πρέποι χ3 2 καὶ χ’---5χΧ--650 «- χα ἣχςς 2. Ὥστο Φ(0)- 
{9} Ὦ [) [ὰ, -ἰ-οο). ᾿Επειδὴ τὸ 2 εἶναι μεμονωμένον σημεῖον τοῦ «Ό(Ρ) δὲν ὑπόρχοι ἡ παρά- 
γῶγος τῆς { εἰς τὴν θέσιν χ -- 2. ᾿Επειδὴ τὸ ---ᾱ6 )(Ε), ἐπίσης δὲν ὑπάρχει ἡ παράγωγος 
τῆς Ε εἲς τὴν θέσιν χ -- ------ἳ. 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 14. Θιωροῦμεν τὴν συνάρτησιν ἕ μέ: 
χὸ ὄννχςρλ 


(90) Ξ μι 
» { ακᾖβ ὂνκ» 2 
Εὔρετὸ πῶς πρέπει νὰ ἐκλεγοῦν τὸ α, βεᾷ ἵνα ὑπάρχη ἡ { (2). 


᾽Απάντησις. Προφανῶς θ()-- κ. ᾽Αλλά ἡ ἓ ὀρίζοται εἰς τὴν περιοχὴν τοῦ 2ε:2(Ρ) 
ὅπου 32 σημεῖον συσσωρεύσεως αὐτοῦ, μὲ διαφορετικοὺς τύπους. Ἵνα λοιπὸν ὑπάρχῃ ἣ 
Γ΄ (9) θὰ πρέπει νὰ ὑπάρχουν οἱ πλευρικαὶ παράγωγοι τῆς { εἰς τὴν θέσιν κ -- 2 καὶ ἀκό- 
µη νὰ συμπίπτουν. 


αα. ἡπις,-- 


ολ. {3 κν 
Ἔχομεν: ο Απ Ἅσδ Ππῃ ϱγλκ-β) τ- 12. 
χ.ν2-0 Χ--2 κο2-ρἂ---ᾱ κ. 2-0 
μασο εταα: - οὐκ Ια -5-ὖ 
κά απ ο ο παν Ὅσβὃ ο βήχα. 
Χ.»2340 Χ--2 χ.240Ο Χ---ᾱ Χ.ν290 Χ---2 
-- ἵπ (α-- ο Ἐὰν β--8--2α--0, τότε Ἰππ (α-. ο. 
κ.240Α χ---2 κ.»240Δ Χ---2 
ε- --οο Ἠ ---οο καὶ ἑπομένως ἵνα ὑπάρχῃ τὸ ὅριον αὐτὸ πρέπει: β-- ὃ-γ2α--ῦθ0. 
[(α)--(). 


Τότε ὅμως  Ιπ 
κ.»240 αΧ--2 


Ἑπομένως ἵνα ὑπάρχῃ τὸ Γ:3) θὰ πρέπει νὰ ἰσχύουν συγχρόνως: α--!Ι2 καὶ β---δ- 
δα Ξ- 0, ὁπότε λαμβάνομµεν: β - --ἴ6. 
ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ. 15. Θεωροῦμον τὴν συνάρτησιν { ὠρισμένην ψνχεΒ καὶ διὰ τὴν 
ὑποίαν ἐὰν αι, Χν δύο τυχόντος πραγματικοὶ ἀριθμοὶ νὰ ἰσχύῃ: 
(κι πο) τς (κι) - {(Χ9) 
Εὰν ὑπάρχῃ ἡ παράγωγος εἲς τὴν θέσιν κ - ϐ καὶ ἰσχύει {(0) -- {, δτίξατε, ὅτι ὑπάρχει 
ἡ παράγὠγος τῆς { φχεΕ καὶ ἀκύμη, ὅτι ἰσχύει: 
Γυ( Ξ Κκ)Ε(Θ ψχεκ 


᾿Απύδειξις. ᾿Εὰν ἕεθ(β) καὶ ξ σημεῖον συσσωρεύσεως τοῦ «Ο(Ώ), τότε: 


) -- πι ο Ό Ὀν μὲ (4:9ες 


θ-»0 
᾽Αλλὰά κατὰ τὴν ὑπόθεσιν Εξ-ε) -- Μ(6).[(ε) καὶ ἑπομένως : 


Ε) -- ναι «8):() ---( επι ἴθστι 
εν ε ε-νθ ε 
Είναι ὅμως {(0) Ξ- 1 καὶ ἑπομένῶς; 
ϱ(8) -- εξ) πι «8  Θ, 
5-0 [ή 
ο ο. μάπα αμ : ο κ ο κρμρς : ὃς ράως 
Καὶ ἐπειδὴ ᾖἶπα ον ε0) θὁ ὄχωμεν: ε(ϐ) -- ε(ξ).Γ’(0) καὶ τοῦτο νξεΕ. 
ε-»θ ε 


ὪὭστε ἰσχύει: Ε(α) -- ἴ00Γ (0) ψχεξΕ καὶ ποὺ ἐκφράζει προφανῶς, ὅτι ὑπάρχει καὶ 
ἡ παράγωγος τῆς { γχεβ. 
ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 16. Οεωροῦμεν τὴν συνάρτῃησιν { µό: 
εὔνροσκςι 
(ω-{ χὀὄνθσεκς 


χν ἂν χ » 1 
Νὰ εὑρεθῇ ἡ συνάρτησις πρώτη παράγωγος τῆς { καθὼς καὶ ἡ συνάρτιησις δυυτέρα παρά- 
γῶγος τῆς {. 


᾿Απάντησις. ΗΠαρατηροῦμεν ὅτι «0(Ε) -- 0, --οο). Κατὰ τὰ προηγούμενα εὐκόλως 
εὑρίσκομεν, ὅτι ἡ πρώτη παράγωγος τῆς Ε εἶναι ἡ συνόρτησις Ε΄() -- 4χὸ ψχε(θ, ΙΤ) καὶ ἡ 
Ες) -- 5χ4 ψχε(!, --οο), 

Ἐξετάζομεν τώρα ἂν ὑπάρχη ἡ 0), ἡ ὁποία θά πρέπει νἁ ταυτίζεται μὲ τὴν ἄρι- 
στερὀν πλευρικὴν παράγωγον τῆς ἵ εἲς τὴν θέσιν κ -- 0. 


η 4 
Ἔχομεν {0 --4.0--0 καὶ πι ο Θ  Ίπ ἃ 


3 αλλων νὰ, ο ἠπι χὶ--0-:(0) 
χ-»04-0 Χχ--θ Χ-Φ0.0Χ-- 0 κ-νοφυ 


Ὢστε εἶναι (’(κ) 5- 4κ5 ψφχε[θ, 1). 


ον - 


Ἐξετάζομεν τώρα τὰς πλευρικάς παραγώγους τῆς { εἰς τὴν θέσιν κ -- 1. 


Ἔχομεν: Ἰίπι {ῴ-) ε.  Ππι πα α- πι (κ: -ἰ-χθ--χκὸ -κ--ᾖ) -- 5, ἑνῷ 
χ.νΙο Χ--{ χ.νΙ0Χ-- { χο 0 
αν σος ον. 
πφί-ο Χ--ἶ κ.»ἰ--ο Χ--- ἶ 


Καὶ αἱ πλευρικαὶ παράγωγοι τῆς [ εἰς τὴν θέσιν κ -- 1 δὲν συμπίπτουν. 
Συγκεντρώνοντες τὰ ἀνωτέρω παρατηροῦμεν ὅτι : 
ων [ Αχ ἂν θσχς«ἰ 
ο -{ σχὲ ἂν χ.Ι 
Εὐρίσκοντεές τώρα τὴν πρώτην παράγωγον τῆς συναρτήσεως Ε΄ ἔχομεν τὴν δευτέ- 
ῥραν παράγωγον τῆς {. Εὐρίσκομεν ώς ἀνωτέρω: 
ο. { 12χ ὃν Οσκς«{ 
νο - 20χ ἂν χ.»Ι 
Παρατηρήσατε ὅτι ἐνῷ (0) -- [0, -ἰ-οο) εἶναι «Ο({’) -- [0, -ἰ-ορ) --- (1} (Παρατή- 
ρῆσις 9). 


12.4 Κανόνες παραγωγίσεως 


Εἰς τὴν περίπτωσιν ποὺ ὁ τύπος μιᾶς συναρτήσεως εἶναι ἀρκετὰ σύν- 
θετος, δὲν εἶναι εὔκολος ὁ ὑπολογισμὸς τῆς παραγώγου τῆς συναρτήσεως 
μὲ τὴν βοήθειαν τοῦ ὁρισμοῦ. 

Μία σειρὰ προτάσεων μᾶς παρέχει ὠρισμένους κανόνας μὲ τὴν βοή- 
θειαν τῶν ὁποίων θὰ δυνάµεθα νὰ ὑπολογίζωμεν τὰς παραγώγους διαφόρων 
συναρτήσεων χωρὶς νὰ καταφεύγώμεν εἰς τὸν ὁρισμόν. 

Οἱ κανόνες αὐτοί, πάρα πολὺ ἁπλοῖ καὶ χρήσιμοι, μᾶς διευκολύνουν 
τὰ μέγιστα εἲς τὰς διαφόρους ἐφαρμογὸς καὶ τὸς ἀσκήσεις. Μεταξὺ τῶν 
διαφόρων προτάσεων, ποὺ θὰ ἀναφέρωμεν κατωτέρω, ὅλως ἰδιαιτέραν ση- 
µασίαν ἔχει µία πρότασις ποὺ ἀναφέρεται παραλλήλως καὶ εἰς τὴν συνέ- 
χειαν τῆς συναρτήσεως καὶ εἶναι ἐξαιρετικῶς χρήσιμος εἲς πολλὰς περι- 
πτώσεις. 


ΠΡΟΤΑΣΙΣ 1. Ἐὰν µία συνάρτησις ἓ ἔχῃ παράγωγον εἷς τὸ σημεῖον 
χΧ Ξ- ξεζ)(βΒ), ὅπου ἕ σημεῖον συσσωρεύσεως τοῦ «)(Μ), τότε ἡ συνάρτησις ἳ 
εἶναι συνεχἠς εἰς τὸ σημεῖον ξεζθ(). Τὸ ἀντίστροφον δὲν ἰσχύει πάντοτε. 


᾿Απόδειξις. ᾽Αφοῦ ἐξ ὑποθέσεως ὑπάρχει ἢ παράγωγος τῆς Ε εἰς τὴν 


θέσιν χ--ξεξθ(β), ἔπεται ὅτι θὰ ὑπάρχῃ καὶ τὸ [ίπι ------ να . Ξ-{(ξ) ΞΞ λεδ. 
Χορν 


᾽Αλλὰ ἰσχύει προφανῶς : 


(ο) --Πξ) -- Εν κα ώς (κ --δ) νχεὈ() ---{δ). 


Χ--ς 


Τότε ὅμως θά εἶναι : 


1πι ((Χ) -- {ξ)) -- Ἰπι ο σε ιο (Χ --ἔ) -- Ιἴπι Εώς. Ἡ . πι (κ -ἔ) 


ανξ αν Χ---ξ κνξ Χ-- κ-νᾶ 


ΞΞ Γ().0 -- 0. Αρα θά εἶναι καὶ Ππι[ια) ---ΠΕ)] -- 0 ----- πχ) ---Ε). 
κ-οξ Χ-ξ 


Τοῦτο ὅμως σηµαίνει. ὅτι ἦ Ε εἶναι συνεχἠς εἰς τὴν θέσιν χ -- ξεξρ(Ε). 

Ἡ ἀντίστροφος πρύτασις δὲν εἶναι πάντοτε ἀληθής, ἤτοι εἶναι δυνατὸν 
µία συνάρτησις Γ νὰ εἶναι συνεχἠς εἰς τὴν θέσιν χ--ξεῶίβ), ἀλλὰ νὰ μὴν 
ὑπάρχη ἡ παράγωγος αὐτῆς εἲς τὴν θέσιν χ--- ξεζο([). 

Διὰ νὰ διατηρήσετε εἰς τὴν μνήμην σας τὴν πρότασιν καὶ νὰ ἐνθυ- 
μῆσθε, ὅτι δὲν ἰσχύει πάντοτε τὸ ἀντίστροφον, ἀρκεῖ νὰ ἔνθυμῆσθε τὸ 
ἀκόλουθον ἁπλούστατον παράδειγµα συναρτήσεως : 

Ἡ συνάρτησις Ε μὲ Πχ) -- ΙΧ!, ἡ ὁποία, ὡς εἴδωμεν εἰς τὰ παραδείγµα- 
τα, ἑνῷ εἶναι συνεχἠς εἲς τὴν θέσιν κ -- 0, ἓν τούτοις δὲν ἔχει παράγωγον 
εἲς τὴν θέσιν χ --- 0. 

Προσέξατε ὅμως τὴν ἁἀνάστροφον πρότασιν, ᾗ ὁποίοᾳ ἰσχύει πάντοτε, 
δηλαδἠὴ ἐὰν ἡ Τ δὲν εἶναι συνεχἠς εἰς τὴν θέσιν χΞΞξεξθθ(ῇ, τότε δὲν ὑπάρχει 
καὶ ἡ παράγῶγος αὐτῆς εἰς τὴν θέσιν χ--ξεζθ(!). (Διότι ἂν ὑπῆρχε ἤ παρά- 
γωγος εἲς τὴν θέσιν κ -- ἕ τῆς ἴ, τότε ἡ {ἴ θὰ ἦτο καὶ συνεχἠς εἰς τὴν θέσιν 
ΧΞ- ἔ, ὡς ἐδείχθη ἀνωτέρω). 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ, Ἡ συνάρτησις Ε μέ: 
{ 1 ς 

χ ο μὲνσο 
α- ημ τς µ 

0 μὲχΞθ 


ἔχει παράγωγον εἲς τὴν θέσιν χ -- 0: Εἶναι συνεχὴς εἰς τὸ χ -- 0; 


᾽Απάντησις. Ἡ συνάρτι]σις Εἔ, ὡς εἴδωμεν εἰς τὸ παράδειγµα 7 τῆς προηγουµένης. 
παραγράφου, δὲν ἔχει παράγωγον εἲς τὴν θέσιν Χ Ξ- 0. Δὲν δυνάµεθα συνεπῶς νὰ συμπε- 
ράνωμεν ἂν εἶναι συνεχἠς εἲς τὴν θέσιν χ Ξ 0, Γνωρίζομεν ὅμως, ὅτι ἡ Ε εἶναι συνεχἠς 
εἰς τὴν θέσιν χΞΞ 0, 

Προσέξατε ἀκόμη τὸ ἀκόλουθον παράδειγµα εἰς τὸ ὁποῖον ἀποδεικνύεται, ὅτι ἐὰν: 
ἡ παράγωγος μιᾶς συναρτήσεως 1 εἶναι ἄπειρος εἲς τὸ σημεῖον χ -- ξε-β(Γ), τότε ἡ συνάρ-- 
τῃησις δὲν εἶναι ἀναγκαίως καὶ συνεχὴς εἲς τὸ σημεῖον κ -- ξε-(Β). 


ΠΑΡΑΛΕΙΓΜΑ 1. Θεώροῦμεν τὴν συνάρτησιν { μέ: 


Ίς . 
ὄνχτο 


( 
ιο) Ξ 4 
ἱ θϱὔἂνχθ 


Ποία ἡ παράγωγος αὐτῆς εἲς τὴν θέσιν χ Ξ- 0: Εΐναι συνεχἠὴς εἲς τὴν θέσιν χ -- 0: 


--0 
᾿Απάντησις. Ἔχομεν : [πι αίμα -- «6, ὥστε εἶναι. 
χο Χ-- «νο Χ--θ 


Γ(0) «- -|-οο. 


ο ο 


Ἐκ τούτου δὲν δυνάµεθα νά συμπεράνώμεν περὶ τῆς συνεχείας τῆς Ε εἰς τὴν θέσιν 
κΞ0, 

Προφανῶς ἡ Ε εἰς τὴν θέσιν χ Ξ- 0 εἶναι ἀσυνοχής. 

5 

ΠΑΡΑΛΕΙΓΜΑ 2. Ἡ συνάρτησις Ε μὲ {(χ) -- ν/χ ἔχει εἰς τὴν θέσιν χ -- 0 παράγω- 

γον --οο, ἐνῶῷ εἶναι συνεχἠς εἰς τὴν θέσιν αὐτήν. 
5 

᾽Απάντησις. Πράγματι εἶναι γνωστόν, ὅτι ἡ {(κ) -- Υ/κ εἶναι συνεχἠς εἰς τὴν θέσιν 

χΞ-0,. Ἡ παράγωγος αὐτῆς εἰς τὴν θέσιν κ -- 0 εἶναι : 


Ιἶπι {0)--{(0) Ξ- Ιίπι ο 


χ.»ο Χ--θ απο Χ πα κ 


Ὥστε ἂν ἢ παράγωγος τῆς ἔ εἰς µίαν θέσιν κ -- ἕε-θ(8) ἀπειρίζεται, οὐδὲν συµπέ- 
ρασμα ἔχομεν περὶ τῆς συνεχείας αὐτῆς εἰς τὴν θέσιν χ -- ξεθι(Β). 

ΠΡΟΤΑΣΙΣ 2. Εὰν αἲ συναρτήσεις ἔι καὶ ἴ,, μὲ πεδία ὁρισμοῦ «Ο(ἴ) 
καὶ «)(8) ἀντιστοίχως, ἔχουν παράγωγον εἲς τὴν θέσιν κΞξξξεζθ(Ει) Ω Φ{Ι9), 
τότε καὶ αἱ συναρτήσεις ἔς -- ἔι--ἴο καὶ ἴς Ξ ἓι ---ἴ, ἔχουν παρόγωγον εἰς 
τὴν θέσιν χ Ξ ξεξρ(ῇ) Ω οθ(1,). 

Ἰσχύουν συνεπῶς : 

{ς Ξ Ει ο καὶ ἵς - ἕι-- ἕο 
ἐφ᾽ ὅσον αἱ ἔι καὶ ἴ, παραγωγίζονται γχεσθίε) Ω ὅδ(/). 


᾿Απόδειξις. ᾿Ἐξ ὑποθέσεως ὑπάργουν αἲ παράγώγοι τῶν {ι καὶ {5 εἰς 
τὴν θέσιν χ -- ξε({)ω Φ)({). Τοῦτο σηµαίνει, ὅτι ὑπάρχουν καὶ τὰ ἀκό- 
λουθα ὅρια : 
ο πε ο μμ καί ο 
κ-οὸ Χπ- . κ-νδ ντ ο 
Ἡ παράγωγος τῆς ἴς θὰ ὑπάρχῃ εἲς τὴν θέσιν κ -- ξε() Ω)(β), 
ἐφ᾽ ὅσον ὑπάρχει καὶ τό: 
ο (κα) -- 
ἵπι «0 
κ.νξ λες ἕ 


πο ο ο ο οσα 


Χ.ὃ Χ--- ξ κ-νξ ο ο 
Ξ- Πΐπι 5) τ-1(8) -- πι 409 --ᾱ (8) Ξ ΓΙ(Ε) -- Εο(δ). 
κανα ως Χ-νξ πκὶ, 
Ὥστε: [ω (ϐ) -- Ε(ξ)Ι-Ε(Θ). 
Ἑπομένως ἂν τοῦτο συμβαίνη σχεθφ(Π)Ω (0) θά ἰσχύῃ: 
Ε. -- Εν(ῶ--Ε1ϱ () 


"Ομοίως ἑργαζόμεθα καὶ διὰ τὴν συνάρτησιν {5. 


--- δι --- 


Ἡ (1) γενικεύεται ὑπὸ τὰς ἀνωτέρω προῦὐποῦθέσεις καὶ ἔχομεν: 
{ο (9) τ-- Εἴι(κ)--Γ ο(κ)--... ελ νε σχεί(π) Ωω Φ(ί)ω... Ωω δο(Π). 


ΠΡΟΤΑΣΙΣ 3. Ἐὰν αἲ συναρτήσεις ἔι καὶ ἴ», μὲ πεδία ὁρισμοῦ ὀθ({) 
καὶ ο)({) ἀντιστοίχῶς, ἔχουν παράγωῶγον εἲς τὴν θέσιν χ-Ξξεζθ(ῖι) Ωι )(ῖρ), 
. : αν 
τότε καὶ αἳ συναρτήσεις ΤῃπΞξῖ . Τον καὶ Γκ α (ὃν Γε(χ) -- 0 σχεθ() Ω (1) 
9 
διὰ τὴν {9) ἔχουν παράγῶγον εἰς τὴν θέσιν κ--ξεξθ(ῖι) Ω «() καὶ ἰσχύουν : 
1ο ---- ο ἒι 


8 3 
.5 


Γπ - ἕν--ἴλ καὶ ἂν 
ἐφ᾽ ὅσον αἱ ἓι, ἓ παραγωγίζονται Ψκεζο() οἱ οθ(19). 


᾽Απόδειξις. ᾿Αϕοῦ ἐξ ὑποθέσεως αἲ Ει καὶ {ο ἔχουν παρόγωγον εἰς τὴν 
θέσιν κ -- ξεθρ(Π) Ω (9) θὰ ὑπάρχουν τά: 
ο μμαρίς ὦ ος ο) 
κ ες ξ κ-νξς ως ξ 
Ἐπειδὴ ὅμως αἱ ἓ καὶ { ἔχουν παράγῶγον εἲς τὴν θέσιν χ--ξείέ)ῶω 
Ωι «)({9) κατὰ τὴν πρότόσιν 1] αὐταὶ εἶναι καὶ συνεχεῖς εἰς τὴν θέσιν αὖ- 
τήν, ἑπομένως θὰ Ισχύουν : 
παλι (κ) -- ἓ(δ) καὶ Ἱπιίο(κ) Ξ- ἵξ) 
Χ-»ς Χ-.»ε 
Διὰ νὰ ὑπάρχῃ τώρα παράγώγος τῆς {π εἰς τὴν θέσιν χ--ξεφ() ασ 
ο πι) --- ἐπίξ 
θά πρέπει νὰ ὑπάρχηῃ καὶ τὸ ἥπ, δν ΠπίΘ) 
χ.ξ Χ-ς 
Ἔχομεν διαδοχικῶς : 


πι 0) πμ ας μΘΘ) 


αν ομως χ--ἒ - 
ο ο ο σοα 
ανα νο 
κος ᾗ σι [έι(ς) --- Π(δ)]έορ)Ε(Θ)Σ() ---{(δ)] --- πςς)--- 6) - 
κ-ρῶ Χ---- δ κ ----- 


πο ο 


εἨπιο(κ) -ἵ- (Επι 
Χ.νξ Χκ-νᾶ 


Ὥστε: [π'(ϐ) Ξ- Γ1(δ)(8) ΙΓ Ι(δ)Ε (8). 
Καὶ ἂν τοῦτο ἰσχύῃ νχεζρ({) Ω ὀ)({9) θά ἔχωμεν : 


{πο -- ποσο) (γιο κ). 


σης --- 


Διά τὴν συνάἁρτησιν ἔ ἔχομεν διαδοχικῶς : 


α΄ πθ 


πι. ο) απο κε)-- μα 1 -. 
νο απο τν ωστοσο τος 
μι πο ῇ(Σ) -- Γκ). (8) κ. υὅ λα. ω.. 
κε ο - {(ϐ) {ο(8) 
. Ίμι ποοι(δ) -- Π(6) {(8) .. Γ(Ε){(Ε) τς {ο(κ){ι(8) -- ..- 
ἂ- ὦ Χ--ξ δν 
ο (διθ) τ ΠΘ)] - (δς --(Θ]) αν 
νε κ--ξ [(6)Η 
ο α(δ) ας Πλ 
( ἴ «αμ ἤπ 
(ὅ) αλα σω-, σας 8) { ος μα . 
: -- Γι(δ){(ξ) --- Ε(δ)Ε (. 
πα ποστ, εδ) -(δ) Εα νο, ισω] 
πο μβρνοια ως) 


᾿Επειδὴ ἤ { εἶναι συνεχἠς εἰς τὴν θέσιν χ -- ξεθί{)ῶω «Φί(Ώ) εἶναι 


] 1 
Ππι -------- --- ----ως- (ποὺ ἓ σιµοποιήθη ἀνωτέρα). 
κς ΕΕ] ( χρησιμ ήθη ρω) 


Ὥστε εἶναι : 


Γι(ϐ)(8) --- Ε(δ){(8) 


οκ ομ ος 
Καὶ ἂν τοῦτο συμβαίνη ψχεζο({ι) Ω θ({) μὲ ΓΠοία) -- 0, θὰ ἔχωμεν : 
: Γ ---- [οι 
{ἐν -- --ἶ πμ, ο--τ--- νχείζ) Ωω (6) 
ὃν 


Βάσει τῶν ἀνωτέρω ἔχομεν τώρα καὶ τὰ ἀκόλουθα ἁπλᾶ συμπεράσματα: 
1. ΓΚ(Χ)/ 5 εὔ(σ) ψχεὈ() μὲ ΚεΕ (σταθερά). 


᾿Απόδειξις. Τὴν Κ θεωροῦμεν ὡς σταθερὰν συνάρτησιν καὶ ἑπομένως : 
[κ )ή -- κκ) γα). Κ-- Κω, ἀφοῦ, ὡς γνωστόν, ἡ παράγωγος μιᾶς 
σταθερᾶς συναρτήσεως εἶναι μηδέν. 


2. [κ ῖι(χ) - Κϊρ(κ)--... Εκ) Ξ κκ) -Γ Κωίν(κ) -...Ε Κιν (Χ), 
ὅπου νεΝ, Κι, Κ., ...ν Κν σταθεραὶ ἐν Ε καὶ σχεφ(Π)ω,.. Ω οδ(ἒν). 


᾿Απόδειδις. ἼΑμεσος ἐφαρμογὴ παραγώγου ἀθροίσματος καὶ τοῦ ἁμέ- 
σως προηγουμένου. 


μα. τες 
3. ρω νώ διὰ δν συναρτήσεων. 
Ἐὰν ἵ -- {ιο .«ἓν|νεΝ., τότε ψχεΖ()ω... ων) ἰσχύει : 


Γ΄ - ἕι.. «ἓν Γιο. «Ἐν. ν -ἴ-ιίο. . «ἓν 
Συμβολικῶς: 


1 1-1 
᾽Απόδειξις. Διά ν -- 2 γνωρίζοµεν, ὅτι ἰσχύει. Ἔστω ὅτι ἰσχύει διὰ 
γ ρεΝ, ἤτοι: 


ο... 


6) -ἁμίῃ 
1-1 αἱ 1 
' ρἩΙ α΄ ορ Ί Νά ρ 
ο 0. 
Ἱκ- τι / 9 {-- τα 
ρ 51 


ρ αν ο. 
ο ος 


1-1 1-1 


«δρ 


1-ἶ 


πΠη 


αι 


ἔπεται ὅτι ἤ πρότασις ἴσχύει καὶ διὰ ν Ξ- ρ--1, ἄρα σνεΝ.ν Ξ 2. 


ο ο νὰ ο ων. 
4. ᾿Εὸν ἵνα) Ξ [ο (κ) --θ νχε-(Ώ. τότε: ἴι(Χ) -- σσ καὶ ἂν 
κ ---κί 
ώς, « ντ 0) --8.κ κ. 
Απόδειξις. Ἔχομεν: ( το ) -- ος Φ.Κ. νο 


5. [0ο Ξ νι (κ). (8) |νεΝ. 


᾿Απόδειξις, Εΐναι: Ες) -- ἔκ).{α) ... ἐκ) καὶ ἑπομένως: 
ΠΟ -- ἔ(ο. )... κ) εδ... αθ) Εν νΕέσ). Ες) Ξ νε 1). 


ο πας 
: Πρ... σε 


πχεβ(ί)ω.. πΦήὸ. 
(1. . ν) Εε. . «να. . «ἓνι-.. «λε. - «Ἡ ν 


ο. να) σεθ (512...) 


Απόδειξις απ. αν ω {11 . .ν -- 
Γι 1 [, ἓν 
πο μαι μω” -... 
Ε {5 : 6 


Ορισμός. Καλοῦμεν Λογαριθμικὴν παράγωγον τῆς συναρτήσεως [ μὲ 


ο μεν 


Συμφώνως τώρα πρὸς αὐτὸν τὸν ὁρισμὸν καὶ τῆς ἀνωτέρω παρατη- 
ρήσεως 6, ἔχομεν τὴν πρότασιν, 


ΠΡΟΤΑΣΙΣ 4. Ἡ λογαριθµικὴ παράγωγος ἑνὸς γινομένου συναρτήσεων 
ἰσοῦται πρὸς τὸ ἄθροισμα τῶν λογαριθμικῶν παραγώγων τῶν παραγόντων 
αὐτοῦ. 

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ. Εὔρετε τὰς παραγώγους τῶν ἀκολούθων συναρτήσεων: 

1) Γκ) -- 2χἳ --ἀχὸ--2κ---λ|λεβ 
2) (κ) -- (45 -|-2α) (κ” -ὃκ --1) 
Φ {0 - νι 
μΏ 
-ημχ - συνκ 
ημχ --- συναχ 
5) {(χ) -- 2συνχκ--2ημχκ 
ϐ) 1) Ξ- () Γδ)εφχ -(2κΕ 1)ημ’χ 
7) σα) -- 2εἳ--Ιοσχ 


4) (κ) Ξ 


᾽Απάντησις. 1) ᾿Εφαρμόζομεν τὸν κανόνα ἀθροίσματος καὶ δυνάµεως μὲ ἐκθέτην 
φυσικὸν ἀριθμὸν καὶ ἔχομεν : 
{00 5 (χ6) --(4κδ)΄ -Ε(2Χ)΄ --(λ)'  10χ1-Γ12χ7-.2-- 05 10χ3--12χ3-.2 
2) ο) --(4χ5-Ι 2)’ (κ2-ἰ-2κ-Ι-1)-Ι-(4κδ--2α) (αἳ--ὰκ-|-1)΄-- [(49) κ) (κ1--2κ--1)-Γ 
-/-(4χ5 ---2κ) [(χ9)' -Ι-(2α)΄ {1 -- (12Χχ2-Γ2) (α1-Γδσκ-ε1) ες (4χΣ--2κ) (2Χ-:-2) 
(4χ"- -|κ)'. (κ”--1)---(α” 1)’ (4χ5---Ἱχ) ο (8κ---Τ) (αἳ-1) --- 2κ(4χ”---7χ) 


δω - ΜΕΡΗ (8-0 
ων (ημκ--συνα)(ημκ --- συνχ) --- (ημκ --- συνκ) (ημκ--συνχ) 
4) Ες) ο ον ες 
(ημχ --- συνκ) 
- (συνχ---ημχ) (ημα---συνχ) ---(συνχ -ημκ) (ημκ Ἔσυνχ) . 2 ψκεθ(ῦ 


(ημχ --- συνκ)ό ο (ημκ- συνκ) 
5) [0 -- (2συνχ)΄ (-(2ημε)΄ -- --Δημχ--2συνχ 
ϐ) Γω -- [ο --3)εφα] --[(2κ-- 1)ημζκή -- (5-3) εφχ--(κ”-5) (εφα)΄ --(2Χ-Γ 1)’ .ημξκ-- 


ω 5 ] ή 
Ἔ (Οκ. (ημῖχ)' τε 2κ«εφχ-- (0-8) ες -- 2ημύκ-ε(κ -- 1) (ημχημο)΄ -- κεφχ ἠ- 
ο ος - 2ημ-κ -- (2Χ-Γ1).2ημχσυνκ. 


Ὄ Ε(0 5 (2ε"-Ιορα)’ Ξ- (2ε3)΄ “-(1ορκ)’ -- 2ε" -- ο 


12. 5 Παράγωγος συνδέτου συναρτήσεως 

ΠΡΟΤΑΣΗΣ 5. Θεωροῦμεν τὴν συνάρτησιν 8 μὲ πεδίον ὁρισμοῦ τὸ -2({5/) 
καὶ συνεχῆ εἲς αὑτύ. Καὶ τὴν συνάρτησιν [ο μὲ πεδίον ὁρισμοῦ τὸ -2(1,) 
οὕτως ὥστε Εί({) ς« «Ό(ῖ. Τότε ὑπάρχει ἡ σύνθετος συνάρτησις {οοῖ,. ᾿Εὰν 


ας απ: 


ὑπάρχῃ ἡ παράγωγος ἔ(Ξ) τῆς Ε, εἲς τὴν θέσιν χΞξΞξεφ(ί) καὶ εἶναι πεπερα- 
σµένη καὶ ἐὰν εἷς τὴν θέσιν {(6) ὑπάρχη ἡ παράγωγος [ο[ει(6)| τῆς ἔ, καὶ 
εἶναι πεπερασμένη, τότε ὑπάρχει καὶ ἡ παράγωγος τῆς [μοῦι εἰς τὴν θέσιν 
ΧΞ ξεφίῖ) καὶ ἰσχύει : 


[ε,(Ει(Θ)/’ ο Γο[ (8) «Ε18) 


᾿Απόδειξις. ᾽Αφοῦ ἐξ ὑποθέσεως ὑπάρχει ἡ παράγωγος τῆς Ει εἰς τὴν 


θέσιν κ-- ξεφί({ι), θὰ ὑπάρχηῃ καὶ τὸ πι .. αν μο Γ’(ἔ). 
-ξ 


Ἐὰν πρβ τὴν συνάρτησιν: 


δώ -- ταν ο Θ ὠ 


μὲ πεδίον ὁρισμοῦ τὸ . η τότε διὰ κ --ἕ θὰ εἶναι Ηπιδ.ι(χ) -- 0. 
κ.νξ 


Ἓκ τῆς (1) λαμβάνοµεν: 
{9 -- α(θ)-Γα--- 8) [4ι(8) δις] 
μὲ δι(Σ) -- 0, ὅταν κ -» ἕ. 
Ἐπειδὴ τώρα ὑπάρχει καὶ ἡ παράγωγος τῆς {ο εἰς τὴν θέσιν Π(ξ)λεε()ς 
ς Φ({) θὰ ὑπάρχῃ καὶ τό : 
ο ΠΟ) 


(ώπμω, Ἐθεππωαη ο ΚΩΝ 
Θεωροῦμεν τὴν συνάρτησιν: 
ο οι] -- ΩΙ ον 
δ.(ς) -- τοσο - ---[ι(8) (0) 


μὲ πεδίον ὁρισμοῦ τὸ Ε({) ---(Εξι(Ξ)ὶ καὶ μὲ πο - -- 0. 


Εκ) -εν(ϐ) 


Πράγματι, ἀφοῦ ἡ { εἶναι συνεχής, θὰ ἔχωμεν ὅτι Ιἰπιι(ς) -- (8) καὶ 
κ. 


ἐπειδὴ ὑπάρχει ἡ παράγωγος τῆς ἰ, εἰς τὴν θέσιν {(ξ), θὰ εἶναι ἡ [ο καὶ συνε- 
χὴς εἰς τὴν θέσιν αὐτὴν καὶ ἑπομένως Ππιίρ[έι(κ)] -- ΒΙΙ(Β)], ὁπότε καὶ 
κ. 


δ.(Χ) -» 0, ὅταν κ --» ἕ. 
Ἓκ τῆς (2) λαμβάνοµεν : 
{οι(Σ)] --- Ε[(Θ)ΙΙΓ[ (5) --- Π(Θ)! [δ.() ΙΓ) (δ)] 
μὲ δες) -» 0, ὅταν κ --- ξ, 
Θὰ ἀναζητήσωμεν τώρα τό: 
ππ Εις] ---- Ε[ει(δ)] 
κ.νὸ Χ-τ 6 
δηλαδἡ θὰ ἀναζητήσωμεν τὴν παράγωγον τῆς [ιοῖι εἰς τὴν θέσιν κ -- ξεῶ(β) 
ἄν ὑπάρχηῃ. 


-- 20 --- 


Μὲ τὴν βοήῄήθειαν τῶν ἀνωτέρω ἔχομεν : 
οβισθ]-- ΕΗΙ(Θ)] -- [ι(ς) -- (8) [δε ι(ϐ] -- (α--- δ) [ι(δ) δι] 
[δι(ς)- ΓΕ" Ει(Θ)] -- (κ --- ΒΓ(δΗ(Β)]Η (ας --- 5) [δι(α)δε(α)-δι(ς) (571(5)-- 
---- δι(κ)Γ"ο{ι(Ε)]. ᾽Αλλὰ ὅταν χ --» ἔ, δι(α) -» 0 καὶ δι(κ) --» 0, ὡς εἴδωμεν 
προηγουμένως, καὶ ἑπομένως : 
ο οσα) -- (81 . ἳ 
ο ο οσα 
χλ-»ξ ΣΧ κκ. ἕ 
Ἠτοι ὑπάρχει ἡ παράγωγος τῆς {8 εἰς τὴν θέσιν χ -- ξεθ/([Β) καὶ εἶναν. 
πεπερασμένη. | 
Ὁ τύπος ποὺ μᾶς δίδει τὴν παράγωγον τῆς συνθέτου συναρτήσεως 
{ῇ, εἲς τὴν θέσιν κ Ξ- ξεθ([) εἶναι κατὰ τὰ ἀνωτέρω: 
(Η(Θ)Ρ΄ τ- Ει(Θ)]«Ει(8). 
Ἐὰν αἱ συναρτήσεις ἓ καὶ {, ἔχουν παραγώγους ψχεφ({), τότε καὶ ἡ 
σύνθετος συνάρτησις {ξ- Βοῇ ἔχει παράγωγον νχεφ({ᾖ) καὶ ἰσχύει : 
Ε' --- Ε({) Ει 
Οὗὕτως ἂν {(κ) -- 3χ--Ι-ἰ καὶ {σ(χ) Ξ- ημχ ἡ σύνθετος συνάρτηῃσις [ων 
εἶναι ἡ: 
{0 -- ΜΙΤ 5- ημ(χῖ-Γ1). 
Ἐὰν καλέσωμµεν τὸ 3χ”-Ε{1 -- {, θὰ ἔχωμεν : 
{) -- ΕΠ] -- Γθ Ξ- ημί μὲ {-- 3χ2-ΚΙ. 
Τότε, συμφώνως πρὸς τὰ προηγούμενα, Ἡ παράγωγος τῆς Γι -- ἴ ὡς πρὸς 
τὴν μεταβλητὴν χ θὰ εἶναι : 
Ε (κ) -- ἓἴ(θ. Ες) -- (ημ’.(39χ3-ἱ1)’-- συνί(όχ--Ι)--[συν(3α3--1)].(6χ-:-1) -- 
Ξ- (6χ-|-])συν(3χ2-Γ1). 
᾿Απὸ τὸ παράδειγµα αὐτὸ γίνεται φανερὸν ὅτι ὁ τύπος τίθεται ὑπὸ τὴν 
ἑξῆς ἁπλουστέραν µορφήν: 
{’ 5 φι.σς 
Δηλαδή ὃ τόνος σηµαίνει παράγῶγον τῆς ἀντιστοίχου συναρτήσεως. 
ὡς πρὸς τὴν μεταβλητὴν ἀπὸ τὴν ὁποίαν ἐξαρτᾶται ἡ ἀντίστοιχος συνάρ- 
τῆσις. Οὕτως ἂν ὑπάρχουν αἱ προὐποθέσεις, ὥστε νὰ ἔχωμεν τὴν συνάρτη- 
σιν Ε ὡς σύνθεσιν τῶν συναρτήσεων φϕ, σ, Π καὶ ὑπάρχουν αἱ προὐποθέσεις 
ὑπάρξεως παραγώγων νχεφθ(π) καὶ εἶναι: Εκ) Ξ- φ(Ζ, ὅπου ζΖΞσ(ὸ, 
ὅπου εἐ- Π(Ό, δηλαδὴ εἶναι: Ἑτ- Π[σ(φ(α)] Ξ- (ΦοσοΒ) (κ), τότε θὰ ἕ- 
χῶμεν: 
Ε, πο φ’,.σ/ι. α΄, 


ο 


ΠΑΡΑΛΕΙΓΜΑ 1. Νὰ εὑρεθῇ ἡ παράγωγος τῆς Ε(ς) Ξ- ημὸ(χ»- 1). 

᾽Απάντησις. Θέτομεν Εί) -- φ(2 --7ᾷ, ὅπου ΖΞσ(ϐ--ημί, ὅπου ἵ -- Πας) -- χ2-1. 
Τότε: Είκ) -- φίσ(α()] -- [πμ(κὴ 1) -- ημζοῦ -1). 

Ἡ παράγωγος θὰ εἶναι : 

Ε{(Ὁ Ξ φ'2,σι.]ς -- 375. συνι. (χ: --1)΄ Ξ- 372.συνι.(2Χ) Ξ- 375. συν(χ”--1).2χ- 

Ξ- 3ημ(ὓσυν(κ2--1).2χ -- 3ημὲ(χ”--Ι)συν(αὸ-(-1).2κ ξξ όχημ" (κ -Γ1)συν(κ2-1), 

᾽Αντὶ τῆς ὡς ἄνω ἐργασίας ἀκολουθοῦμεν τὴν ἑξῆς ἁπλουστέραν : 

Ἔχομεν; Ἐ(κ) -- ημὸ(2-Γ1) καὶ θέτοµεν Ζ -- ηµί(αζ--1), τότε Ε'0 Ξ- (98) -- 22.555 
-- 3ημῖ(χ2--1).ζημαξ --1)Υ. Θέτομεν χξ--{ -- ὦ καὶ ἔχομεν; Ε΄) -- δημὲ(α-Ε Μ(ηµω)΄Ξ- 
Ξ- 3ημ]οό -- 1) (συνω)ώ’ -- 3ημ”(κὸ -ἵ- 1)συν(κὰ --- 1). (κὸ -- 1)’ -- 3ημῖ(α) -ἵ- 1) συν(α” -ἕ 1) 
() -- όχημ (ΧΙ 1)συν(χ»-1), ποὺ εἶναι προφανῶς ἡ ἀνωτέρω ἐργασία συντομευμένη. 

ΠΑΡΑΔΕΠΜΑ 2. Νὰ εὑρεθῇ ἡ παράγωγος τῆς {(κ) Ξ ημ[συν(χ! --1)] (ὑπὸ τὴν 
προὐπόθεσιν ὅτι ὑπάρχει ἡ παράγωγος ἓν «Ο(0)]. 

᾽Απάντησις. Θέτομεν συν(χ’ --1) -- φ καὶ τότε; Γ() 5 (Ἰμφ) 5 συνφ.φϕ΄ - 
Ξσυν(συν(Χ’ (-1)).(συν(χ"--1))’. Θέτομεν: χΑ--1Ξ-γ καὶ ἔχομεν: Γ'00)Ξσυν(συνί(χ!--!)). 

(συνγ)’Ξ- συν(συν(κ! -Γ-1)).(---ημν).Υ’ -- ---συν(συν(α" Γ1)ημΥ.Υ΄ -- ---συν(συν(«! 1) 

ημ(κ" 1). (κά -Γ1) τ- ---ᾱκδ, σὐν(συν(κ! --1)ληµίκ1 1). 


Σηµείωσις. Ἡ ἁπόδειξις τῆς προτάσεωῶς 5 δύναται νὰ γίνῃ καὶ μὲ τὴν 
µέθοδον διὰ τῶν ἀκολουθιῶν. 


12.6 Παράγωγος ἀντιστρόφου συναρτήσεως 


ΠΡΟΤΑΣΙΣ 6. Θεωροῦμεν τὴν συνάρτῃσιν ἕ μὲ τύπον ΥΞΞ{(κ) πεδίου 
ὁρισμοῦ τὸ ὄ)(8) καὶ πεδίου τιμῶν Ε(Ρ), ἡ ὁποία εἶναι συνεχἠς καὶ γνησίως 
µονότονος ἐπὶ τοῦ (8). Ἔὰν Ε-1 εἶναι ἡ ἀντίστροφος τῆς { μὲ τύπον κ--Ι-1(γ) 
καὶ ὑπάρχῃ ἢ παράγωγος τῆς ἵ εἰς τὴν θέσιν χξΞ-ξε() καὶ εἶναι διάφορος 
τοῦ μηδενὸς (ἤτοι ϐ(ξ) φθ), τότε θὰ ὑπάρχῃ καὶ ἡ παράγῶγος τῆς ἔ εἰς 
τὴν θέσιν η Ξ- Ι(8)εΕ(Ι) καὶ θὰ ἰσχύῃ: 

ρα σι μα 
παν αρ 
᾽Απόδειξις. Ὡς γνωστόν, ἀπὸ τὰς ἰδιότητας τῶν ἀντιστρόφων συναρ- 
τήσεων, ὅταν ἕεώ(βΏ, τότε {Ε)εΕ(θ), ἤτοι ηεΕ(Ώ) καὶ ἂν πεξ(ϱ), τότε 
τα(η) Ξ ξε(Ὀ. 
Ἰσχύουν ἑπομένῶς τὰ ἑξῆς : 
Φχεζθ() θὰ εἶναι: Υ Ξ- ()εΒ(Ώ) καὶ 
ΝΥεΚ(Ώ) θὰ εἶναι: 1) -- χεῶ(ϐ) 
καὶ συνεπῶς: 
αμ] (10) --κ 
καὶ {[Γ1()] -- {8 ΞΞΥ. 


"Ἑστῶ τώρα ὅτι θέλοµεν νὰ εὕρώμεν τὴν παράγωγον τῆς {1 εἲς τὴν θέσιν 
ΥΞ- πεΕ({) τοῦ πεδίου ὁρισμοῦ της, ὅπου η -- {Π{). 
᾿Αναζητοῦμεν, ἂν ὑπάρχη, τό: 
Πτι Ε Ἡς κος) μὲγγη () 
ν-νη γη 
Ἐπειδὴ κατ’ ἀρχὴν ὑπάρχει ἢ παράγωγος τῆς Ε εἰς τὴν θέσιν κ: ξε(Ώ 
καὶ εἶναι κ - ξ, καὶ ἐπειδὴ ἡ Ε εἶναι συνεχἠς καὶ γνησίως µονότονος ἐπὶ 
τοῦ Φ(0), θὰ εἶναι καὶ ἡ {1 συνεχἠς ἐπὶ τοῦ Ε({Ρ) καὶ γνησίως µονότονος 
ἐπ᾽ αὐτοῦ καὶ μάλιστα τοῦ αὐτόῦ εἴδους µοντονίας. 
Τότε ὅμως θὰ ἔχωμεν ὅτι : 
(κ) -Ε (8) -- Υ-η καὶ Γ1(Υ) ΕΕ (η). 
Ὥστε ἂν Υ-εη ---- χ-ξ, ὅπου κ-- Γ1(γ) καὶ ἕ -- Ε1(η) καὶ ἀκό- 
µη, ὅτι ἂν υ -» η -- 1) -- Γη) --κ-» δ. 
Διὰ νὰ ὑπάρχη λοιπὸν τὸ ὅριον (1), ἀρκεῖ νὰ ὑπάρχη τὸ ὅριον : 
᾽ Χ--ξ ω ὦ 
ος πλάι, 
᾽Αλλὰ ἐξ ὑποθέσεως ἔχομεν : 


ῷ-- μη ολ -ᾱΘ 
χ-νᾶ πο Ἑ 
Ἑπομένως: 
ἵσι ο) μα. ασ μα ἴδ Γ 
γ-»ῃ ντ] α.νξ πε ο α---- 
1 
τα ή τα 
Κώ] ρΘ 
Ὥστε τελικῶς ἔχομεν : 
---ᾱ ει 
πω 


Ἐὰν τώρα ἡ { ἔχῃ παράγῶγον ψχεζθ(Β) καὶ ὑπὸ τὰς ἀνωτέρω προὔποθέσεις, 
τότε καὶ ἡ {1 ἔχει ος ΦΥΕΕ(Γ) καὶ ἰσχύει : 


[1 - πα νγεξ(Ώ), ὅπου  -- {) 
Καὶ εὐκολώτερον: Ἡ παράγωγος τῆς Ε-1(Υ) ὡς πρὸς Υ εἶναι τὸ ἀντίστροφον 
τῆς παραγώγου τῆς {(χ) ὡς πρὸς χ. 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1. Νὰ εὑρεθῇ ἡ παράγωγος τῆς ἀντιστρόφου συναρτήσεως τῆς ἓ 
μᾶ {{α) ς- 4χξ. 


᾽Απάντησις. Ἡ συνάρτησις { μὲ {(Χ) ς- 4χὸ εἶναι συνεχἠς καὶ παντοῦ παραγωῶγίσι- 
μος ἐπὶ τοῦ Ε καὶ ἡ συνάρτησις παράγῶγος αὐτῆς εἶναι : Γ() -- 12Χ3, ἡ ὁποία προφα- 


ος 
γῶς εἶναι 0 εἰς τὴν θέσιν χ Ξ- 0ε «9(Ε). Ἡ ἀντίστροφος τῆς Ε ὑπάρχει καὶ ἂν Υ -- 4χὺ εἷ- 
δι. κ” 
: πο -- ος / Χ 
ναι ἡ ΧΞ ση καὶ ἡ ὁποία δι’ ἐναλλαγῆς τῶν μεταβλητῶν γίνεται: Υ -] τω 


8 

Ζητοῦμεν τὴν παράγῶγον τῆς Υγξ {5 
3 - 

Διά νὰ εὕρωμεν τὴν παράγωγον τῆς {(κ) Ξ γ” Ξ5Υ δηλαδὴ τὴν [’09, θὰ εὕρωμεν 


πρῶτον τὴν παράγωγον τῆς {:1(Υ) Ξ- 4γὸ ποὺ εἶναι [1-1()]’ Ξ- 12’, θὰ θἐσωμεν ὅπου 
8 


τὸ γ: καὶ τὸ ἀντίστροφον τοῦ ἐξαγομένου αὐτοῦ διὰ χ -ό 0 θὰ εἶναι ἡ παράγῶγος Γκ). 


Ἑπομένως: Ό)-ντ--α----- νκεβῶ--(ο). 


9» 


ΠΑΡΑΔΕΙ ΜΑ 2. Νὰ εὑρεθῇ ἡ παράγωγος τῆς συναρτήσεως Ε μὲ {{χ) Ξ- τοξιημχ. 


᾽Απάντησις. Γνῶρίζομεν ὅτι ἢ Υ Ξ τοξρημκ εἶναι παντοῦ ὡρισμένη ΨΧΕΕ: 
--Ισχςι. ᾿Επίσης γνῶρίζοµεν, ὅτι εἶναι καὶ Ἡ ἀντίστροφος συνάρτησις τῆς χΧΞξ ηµμΥ 
π 


μὲ -- Σ τνς Ἡ ὁποία, ὡς γνωστόν, εἶναι γνησίως σὔξουσα καὶ παραγωγίσι 


μα 
2 3 


π π 
μος ὕὺε |- ρὰ. .., 
Κατόπιν τούτου θὰ ἔχωμεν: 
(τοξοημκ) 5 Υ -- ΧΞ- ημγ 
Θὰ πρέπει ἡ παράγῶγος τῆς Ώμν ὡς πρὸς Υ νὰ ἰσοῦται μὲ τὸ ἀντίστροφον τῆς πα- 
ραγώγου τῆς Εκ) ὡς πρὸς κ. 


| συνΥ σὲ 0 καὶ τελικῶς : 


-.- 
ποξοημκ)ς (οδυημα) -- σον 


(τοξοημχ)΄ -- : αιωνας 

ἱ υπ νι: ᾱ 

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3. Νὰ εὑρεθῃῇ ἡ παράγωγος τῆς συναρτήσεως { μὲ {χ)Ξ]οβαχ μὸ 
α”.θ αγ 1 καὶ χεβ”. 


Αρα: (Ημγ)ν -- 


νχε(--ἰ, 1). 


᾽Απάντησις. 'Η συνάρτησις {(χ) Ξ γ Ξ Ιοβωχ ἔχει, ὡς γνωστόν, ἀντίστροφον τὴν 
Χ Ξ- ΟΥ Ξ- Ε-1(Υ). Εἴναι δὲ γνωσταὶ καὶ αἱ λοιπαὶ αὐτῶν ἰδιότητες. Θὰ πρέπει τώρα ἡ 
παράγωγος τῆς Ε-ῑ(Υ) -- αὐ ὡς πρὸς Υ νὰ ἰσοῦται μὲ τὸ ἀντίστροφον τῆς παραγώγου τῆς 
{09) -- Ιοβας ὡς πρὸς Χ. 
. 1 . - 
5» (10βαΧχ)΄ Ξ- -------- -- αὐ.ἱορα (βλέπε παράδειγµα 


() 


. ν : 1 
Ἐπομένως: (αν) γ “οραχ), 
α 


11 προηγουµένης παραγράφου). 


Ὥστε (Ιοραχ) ΞΞ- ΨχεΒ- αδθα -γ. 1. Βεβαίως τὴν παράγῶγον τῆς {(3) -- 


Χ]ορα 
.ε Ἴ]οραχ δυνάµεθα νὰ εὕρωμεν καὶ κατ᾽ ἄλλον τρόπον ὡς ἑξῆς : 


-- 24 -- 


Ἔχομεν: ἔκ) -- νο καὶ ἑπομένῶς : 
(19ΕΧ).Ίορα --- (1οβα)΄.Ίορς ᾱ- ο 
΄ “1066 ---ϱ10Ρ: π 
Εάν κο ον ης απο συ -υ-υ-- ο --«φψχεβῖ (ασ! 0). 
ὁ (1οβα)” (1ορα)Σ χ]ορα τὰ ( κας 
Παρατηρήσεις 


1) Ἐὰν ἡ συνάρτησις Ε μὲ {κ Ξ πο -ΓΡ(α) ἔχῃ παράγῶγον εἰς τὴν 
θέσιν Χ -- ξε(Π)Ω «Φ(ί, αὐτὸ δὲν σηµαίνει ὅτι ὑπάρχουν καὶ αἱ παρά- 
γὠγοι τῶν { καὶ {ο εἰς τὴν θέσιν χ Ξ- ξ. Ἑπομένως ἂν ὑπάρχουν αἱ παρά- 
γῶγοι τῶν {ι καὶ ἢν εἰς τὴν θέσιν χ-- ξεξθ({) Ω (19), τότε θὰ ὑπάρχῃ καὶ 
ἡ παράγῶγος τῆς { εἰς τὴν θέσιν χ-Ξ ἕ ὄχι ὅμως καὶ ἀντιστρόφως. 

τοι ἱκανὴ συνθήκη ὄχι ὅμως καὶ ἀναγκαία διὰ τὴν ὕπαρξιν τῆς πα- 
ραγώγου τῆς { εἷς τὴν θέσιν κ-- ἕ εἶναι νὰ ὑπάρχουν αἱ παράγωγοι τῶν 
{ καὶ { εἰς τὴν θέσιν χ -- ξ. 

Τὸ αὐτὸ ἰσχύει καὶ διὰ τὴν ἔ μὲ Είχ) -- Ες) --- δα). 


ΠΑΡΑΛΕΙΠΜΑ. Θεωροῦμεν τὰς συναρτήσεις ϐ καὶ { μὲ τύπους ἄντι- 
στοίχως: 
νχᾶνκτ0 
0 ἄνχςοῦ 


χ- Υχᾶνχτ0 
κῶ-( ϱ.. ἄἂνκςο 
Ἡ συνάρτησις {κ Ξ-- ἄσ)--ὔ) ἔχει τύπον ἴκ) Ξξσ νχεξ. 
Ἡ συνάρτησις {ΕΧ) -- χ ἔχει παράγωγον εἰς τὴν θέσιν κ -- 0εόθ({) 
Ω ΦΙ(6ΞΕ, ἐνῷ ἡ {ᾳ δὲν ἔχει παράγὠγον εἰς τὴν θέσιν κ--0 (βλέπε παραδ. 8). 


Εκ) -- 


2) Ἡ ἀνωτέρω παρατήρησις ἰσχύει καὶ εἰς τὴν περίπτῶσιν γινομένου 
συναρτήσεων. 

Οὗὕτως ἂν {α) -- ΠΧ). Ε() καὶ ὑπάρχη ἡ παράγῶγος τῆς Ε εἰς τὴν θέ- 
σιν χ-- ξεζθ(ϐ) Ω (9) τοῦτο δὲν σηµαίνει ἀναγκαίῶς, ὅτι καὶ αἳ Π, 
ἔχουν παραγώγους εἰς τὴν θέσιν χ -- ξ. 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ. Θεωροῦμεν τὰς συναρτήσεις { καὶ { μὸ τύπους ἀντι- 
στοίχῶς : 
Χ ἂν χθεθ 
3 ἂνχ-θ0 


ος) -- 
3 ἂνχκ-ῦ0 

Προφανῶς ἡ συνάρτησις Εἔ μὲ ἔἴχ) -- ἔ(κ). 6) -- 3 νχεΒβ ἔχει παρά- 
γῶγον εἰς τὴν θέσιν χ -- 0, ἑνῶ αἱ {, {6 δὲν ἔχουν παραγώγους εἰς τὴν θέ- 
σιν κΞΞ0. 


3) ᾿Αναφερόμενοι εἷς τὴν περίπτωσιν μιᾶς συνθέτου συναρτήσεως 


-- - 


Ε Ξ- [ρί τῶν δύο συναρτήσεων { καὶ {ο ἔχομεν νἁ παρατηρήσωμεν τὰ 
ἑξῆς. Εάν ἡ Ε ἔχῃ παράγωγον εἷς τὴν θέσιν χ -- ἔ τοῦ πεδίου ὁρισμοῦ της, 
τοῦτο δὲν σηµαίνει ἀναγκαίῶς, ὅτι καὶ ἑκάστη τούτων ἔχει ἀντιστοίχως 
παράγῶώγον εἰς τὴν θέσιν ἕ καὶ {{8). 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ. Θεωροῦμεν τὴν συνάρτησιν Ε μέ: 
χε ἂνχξι] 
οχ-- 3 ἂνακς] 


{Χ) -- 


Ἡ ἀντίστροφος συνάρτησις {1 αὐτῆς εἶναι ἡ : 
Χ--ἶ ἂνκ2 
--ἲ κ. { 
... .- ἂνχ «2 
ο 
Προφανῶς ἢ Ε εἰς τὴν θέσιν ἁΞ 1 δὲν ἔχει παράγωγον καθὼς καὶ ἡ 
{1 εἰς τὴν θέσιν κα -- {1) -- 2 δὲν ἔχει ἐπίσης παράγῶγον παρὰ ταῦτα ἡ 
σύνθεσις αὑτῶν Ε- Πχ)! -- χ ἔχει παράγωγον νχεξ. 


4) Ἑὶς τὴν περίπτῶσιν παραγώγου τῆς ἀντιστρόφου συναρτήσεως 3 
τῆς συναρτήσεως Γ διὰ νὰ ὑπάρχη ἡ Π-Ἱ(η)Ι θὰ πρέπει ἡ { νὰ εἶναι γνησίως 
αὔξουσα εἰς τὴν περιοχἠν τοῦ σημείου ξεθ)(Ώ), διότι θὰ ὑπῆρχε χ μὲ κ σεξ 
οὕτως ὥστε {ἴσ) -- ἴξ). 


5) ᾿Εὰν κατὰ τὴν εὕρεσιν τῆς παραγώγου τῆς Γ1 ὑπάρχῃ ἡ παράγωγος 
τῆς Γ εἰς τὴν θέσιν χ -- ξε(θ(Β) καὶ εἶναι Ε΄ (8) -- 0, τότε ἡ παράγῶχγος τῆς '-Ἱ 
εἷς τὴν θέσιν {(Ξ) εἶναι ἄπειρος καὶ ἂν ἡ { αὔξουσα, εἶναι --οο, ἑνῷ ἂν ἡ 
Γ φθίνουσα, εἶναι ---οο. 

Ἐπίσης ἂν ἡ Ε΄) εἶναι ἄπειρος, τότε ἡ παράγωγος τῆς Ε-ὶ εἰς τὴν 
θέσιν {ξ) ὑπάρχει καὶ εἶναι μηδενική, 


ϐ) Ἐὰν {9) -- Δία) νχεθ({)ω Φ(Ω, τότε καὶ Πα «ασ -μθ.. 


Χ.νξ Χπ- ξ 
Ξ Ιπι αν χ εξ, καὶ ἑπομένως Ει(Χ) -- Γο(α) νχεζθ(Ει) Ω «θ(Ε,). 
κνξ πο 


Ἠτοι ἂν δύο συναρτήσεις εἶναι ἴσαι εἲς ἕνα διάστηµα Δ τοῦ κοινοῦ πεδίου 


ὁρισμοῦ των, τότε καὶ αἱ παράγῶγοι αὐτῶν εἶναι ἴσαι ΦΧεΔ, (ἐφ᾽ ὅσον ἐν- 
νοεῖται ὑπάρχουν αἱ παράγῶγοι αὐτῶν ΨΧεΔ). 


1) ᾿Εὰν συνεπῶς εἶναι : Ει[{ο(Χ)] -- Εικ) εἰς ἕνα διάστηµα Δ τοῦ κοινοῦ 
πεδίου ὁρισμοῦ τῶν τότε θὰ ἔχωμεν : 
[ας]. 09 -- Γῦ 


(ὑποτίθεται ὅτι ὑπάρχουν αἳ παράγῶγοι τῶν Ει καὶ ἔ, εἰς τὰ ἀντίστοιχα 
σημεῖα). 


ο ᾱ-- 
Ἐφαρμογή: Ἔστω ἄχ) -- τοξµημα μὲ χε[--Ι, 1], τότε: κΞξ ηµί(α) καὶ 
ἑπομένως: 
1 .. 1 .- 
συν/{(χ) γ1- ημὲ (κ) 


12.7 Συγκεντρωτικὸς πἰναξ τῶν παραγώγων τῶν πλέον θασικῶν 
συναρτήσων 


ας (0) 5 ε| 24) -- 


Φ()-- κ--ίθ 
αεξ, νεΖ 


Ξ-(ημί())’ -- 1 - συνήκ). Ες) -- ο - 


1 π π 
Ἑτ ------- νχε--Ι, Ι). {Προφανῶ {(χ)ε|-- 
ασ ὕδα πας ο θε] αν 


5 [κ] καθ 


2. [κ -- αχ’ 


5-Γ(Χ) -- ανχ"- 1 


ῃ 
-0----- 


3, {κ -- Ιορχ| Φ(Β) -- δί 


3 2()-- κ’ ο ως 
4. Γκ) τ- ΙΟβαχ αεκ- {1 5 ΕΓ{Χ) -- τπτ 
5. (6) --οἳ| 90 -- κ »ἴω-σ 
Φ(ΟΠΚΕ 
.. ΕΣ) -- αἲ 5 Γ(Χ) -- αἱος 
6. 8 -α -ᾱ (αχ) -- αἴἼοσδα 
ο μμ - Ες) -- Κκκ-ἰ 
--- εκ 
δ. ε) -- κὶ]Φ(θ-- Εεἲ 5» Γ(Χ) -- κ! -ΓΙορχ) 
9. 0 -- πμχ| (0 - Γ(8) -- συνχ 
10. (κ) -- συνεα| 2( -- Το) Ξ --ημχ 
.. δι. 1 
Ἡ. {) -- εφχ| 20 -- ᾱ- κκ, κ] τοι 
: 1 
12. [) -- σφχ| Φί(θῦ:- Κ--έχ-- κπ, κεζ) - ο ---- κηπτα 
ν. .9(ῦ- ΚΙ, ν ἄρτιος φυσικός:ν-2 ον 
858. ἒ - 
μμ ω-- γκ «(Ε) -- Β. ν περιττὸς φυσικὸς 9 


ο 


(ἂν ν περιττὸς χ-άθ) 


ν 
γχνὰ 


ο --- 


14. [α) -- ΠισΟΙΣ μὲ Φ/Γ) -- (αχεξ: {0030} καὶ Κε -- ος καποια) 
15. {(κ) -- εἴι(σ) μὲ Φ/Γ) -- {χεᾶ :χεθί([)ὶ -» Ε 0) -- εισ ϱὮ 


16. (09 -- Ιορ[α(ϱ)]| θ(Ό--ίκεΕ : χεθί(ι) μὲ π( 920 ῶ- [1 


-- 1 . 
{(κ) 
11. {00 -- αι ὃ | Φ(Β) -- {χε :χεβίῇ)}) μὲ α-0 -- Γ'00 ς- αἴνσ), Ει(κ).Ιορα 


18. {0) -- [0 ῶ| Φ() -- (κεΕ :χεθίῇ)Ω Φ(5/) καὶ [α)20) -- 


-- ε(ῶ -- [κ (κ (ιοςίι(.) -- ας πο) 


19. [0) -- τοξιημκ| 20 ---, κ σῶ- --- νχε(--Ι, 1) 


29. [ζ) -- τοξυσυνκ| 2(0-[--], « Ἡ -- εῶ-----πτο νκεί-], 
τ-ακι π---ᾱ 


- 1 
21. [ο -- τοξµεφχ| ΦίΏ:- κ --Γ(α) -- [κδ Φχεξ 


ι Ι 
11. {(κ) -- τοξισφχ| Φ(θ -- Εκ ΓΕ (κ) ----- [χε ΦΧεΕ 


᾿Αποδείξεις τῶν ἀνωτέρῳ 


1) Βλέπε παράδ. | ὃ 12.3. 

2) ᾿Εὰν νεΝ, τότε Ε’(Χ) -- (αχν) -- α (κἨ)-Γα(χ»)΄ -- 0--α. νχ”-1 (παράδ. 
ὃ ..) ἄρα Ε(8) -- ανχ"-1. Ἐὰν ν -- 0, τότε ἔ{Χ) -- α -» Ε (κ) -- 0 καὶ ἰσχύει 
προφανῶς καὶ πάλιν ὃ τύπος Γ΄ («) -- ανχν-1 ΝχεΕ --{01. Ἐὰν νεζ-, τότε ἂν 
νξ---μ μὲ μεΝ θὰ ἔχωμεν : 


-- πἂμ χἂν 


α α΄ α΄ χ'--α(α'΄ --αμκ πι 
πι πσπ οκι .- 


κας. 
Ξξ---ᾱ, μα” Ἡὰ -- α(--).κ-Η- -- ἀνχν-Ἱ, 
3) Βλέπε παράδ. 12 ὃ |2.3. 
4) Βλέπε παράδ. 3 6 12.3. 
5) Βλέπε παράδ. 10 δ 12.3. 
6) Βλέπε παράδ. 1{ ὃ 12.3. 


7) Ἔχομεν {χ) -- χὰ --- εἴσε. 'Ἐὰν τεθῇ Εκ) -- Κίορχ καὶ {ρ(Χ) -- ς5, 
τότε Γκ) -- [ιο] καὶ ἑπομένῶς πρὀκειται περὶ συνθέτου συναρτήσεως. 


ο 28... 

"Ὥστε Ε() -- (εί)’, 6, ὅπου έἐ-- ΚΙοΡΧ, ἤτοι : 

{059 -- εξίοµι.(Κἱοσχ)΄ -- εξίοες.. α Ξ- Χξ.Κ. 
ρα ΥΧΕεΕΤ καὶ ψΚεξ(σταθ.) ἰσχύει: (Χκ)’ -- Κκὰ-ὶ, 
8) Ἔχομεν: Ε (0) -- (α1)’ -- (εὔ οκ)’ --- οκοσκ(χἰορχ)’ --- οτἰοεσ(κ΄Ίοςκ-- 

-Εχκ(ιορχ)/1] Ξ- χ1ορχ-|-1). 

ϱ) Βλέπε παρόδ. 9 ὃ 12.3. 
10) Ὁμοίως. 
11) Ἔχομεν: 09) -- ( -ημκ }΄ μασυνκ- -ημαί(συν. 


ὰ συνα / συνὸχ 
συν’χ--ημῖχ 
πο συνὲχ απ ορ νχεθῦ. 
. 3 συνχ 1 
12) Ἔχομεν: Ε(α) οί πας ) Ξδ- --- πα νχε(ϱ). 
1 1 [ ν--ἰ 
: ο πα πε ον ἁ ουν οσ 
13) Ἔχομεν: το-(ὰ πηρε πος Ξξ 
ο δις 
νκνα 


14) Ἔχομεν ἔχ)--[Ηι()]κ-- εκΙοεέι() καὶ ἑπομένως ἂν τεθῇ Κἱορί(α)--ι, 
θὰ ἔχωμεν: 09) -- (εἴ)--- εἴ.(ύ -- εοείι(ΚΙοσΏ(9)}. Καὶ ἂν τεθῇ Ε() «-7Ζ 
θὰ ἔχωμεν; Εσ0 Ξ- Γι], (1ορ2)’ -- Πι(]κ «κ . .Ζ Ξ Πι(9]ς.Κ. η : 

1 
{19 Ξ ΚΗι κ. 0ο. 

Ὑποτιθεμένου βεβαίως ὅτι ὑπάρχει ἡ παράγωγος ψχεέθ(Ε) καὶ τῆς ἲ 
καὶ τῆς σ. 

15) ΄Ἔχομεν ὡς ἀνωτέρω: (κ) -- ώ- κε) 


ας βειοξ καὶ ἡ 


16) Ἔχομεν ὡς ἀνωτέρω: Γ{) - 0 


ῃ Ὁ 
ὀνομασία λογαριθµικὴ παράγωγος, 
17) Ἔχομεν : 009) -- (ει (Φ9ίρεα)΄ --- οΕι)ίοσα, [ῇ(χ)]ορα]΄ -- αἲιῶ.,Ιορα .{ι(α) 
18) Ἔχομεν: Ε΄ -- (εἴε(ϱΙοεξι))΄ -- Μας Ξε 
λ 
Ξ Πιο (« (9 Ιορα(ς) ο» το ἳ ἴιῦ) Ξ [πο] 5 


ο ο 


μα) -ᾱ 
19) Βλέπε παράδ.2 ὃ .... 


20) Ἔχομεν : Ε(8) Ξ- (τοξρσυνσ)΄ -- (ὅπου συνὺ -- κ) -- 


1 | ος 
πιω πρ η πε ον τν 
21) ἜὌἜχομεν: Ε΄) Ξ- (τοξρεφΣα)΄ τον (ὅπου εφγ -- χ) -- 
-- --τ-- Ξ- συν2γ -- --- -- Γσχ ΨΧεΕ. 
συν2γ 
22) Εὐρίσκομεν ὁμοίως ὅτι; Εκ) - πα φχεβ. 


Ἰ2, 8 Παράγωγοι ἀνωτέρας τάξεως 


Ἐϊδωμεν εἷς τὰ προηγούμενα, κατὰ τὸν ὁρισμὸν τῆς παραγώγου μιᾶς 
συναρτήῄσεώς {, ὅτι δυνάµεθα νὰ ὁρίσωμεν µίαν συνάρτησιν Ε, τὴν ὁποίαν 
καλοῦμεν συνάρτησιν πρώτης παραγώγου τῆς {, τῆς ὁποίας τὸ πεδίον 
ὁρισμοῦ εἶναι τὸ τῆς ἓ καὶ δι’ ἐκεῖνα µόνον τὰ στοιχεῖα τοῦ «)(8) διὰ τὰ 
ὁποῖα ὑπάρχει ἡ παράγωγος τῆς Ε. Καὶ ἀναλόγως ὅτι δυνάµεθα νὰ ὁρίσω- 
μεν τὴν δευτέραν παράγῶγον τῆς ἓ ὡς παράγῶγον τῆς πρώτης παραγώ- 
γου Ε΄ κ.ο.κ. Καὶ γενικῶς: 

Μία συνάρτησις { θὰ εἶναι ν-ϕορὰς παραγωγίσιµος ἐπὶ μιᾶς περιοχῆς 
π(ξ) τοῦ σημείου ἕ, άν εἶναι (ν --- Ι.)2φορὰς παραγώγίσιµος εἷς τὸ σημεῖον 
ἕἔ τῆς περιοχῆς π(ἔ) καὶ ὑπάρχῃ ἢ παράγωγος τῆς συναρτήῄσεως Ε0-9(Χ) -- Υ 
εἲς τὴν θέσιν κ -- ξεπ(ξ). 

ὉὈρισμὸς 1. Μία συνάρτησις { θὰ λέγεται γ-φορὰς συνεχῶς παραγωγέ- 
σιµος εἰς τὴν θέσιν Ὁ-- ξεπ(ξ), ὅταν αὕτη εἶναι ν-φορὰς παραγωγίσιµος 
καὶ ἡ 3 -- [ῶ(σ) εἶναι καὶ συνεχὴς εἰς τὴν θέσιν ἆ-- ξεπ(ξ). 

Ὀρισμὸς 2. Μία συνάρτησις ᾗ θὰ λέγεται ἀπειράκις παραγωγίσιµος 
εἰς τὴν θέσιν 3 Ξ- ξεπ(ξ), ὅταν ἔχη παράγωγον πάσης τάξεως εἰς τὸ σημεῖον 


ξεπ(ζ). 
Παρατηρήσεις 


α) Ἐὰν ἀναζητῶμεν π.χ. τὴν δευτέρας τάξεως παράγῶγον τῆς συναρτή- 
σεως Ε εἰς τὸ σημεῖον ξεἑθ(θ), θὰ πρέπει: 
1. ἣ Ε νὰ εἶναι παραγωγίσιµος εἰς µίαν περιοχὴν τοῦ σημείου ξεζο(Ώ), δη- 
λαδὴ ξεπί(δ) Ξ (9 


κει λλες, 


2. Τὸ ἕ νὰ εἶναι ἐσωτερικὸν σημεῖον τοῦ πεδίου ὁρισμοῦ τῆς πρώτης 
παραγώγου, ποὺ θὰ συμβαίνη τὸ (2) ἂν συμβαίνη τὸ (1). 

Ὥστε ἂν ἀναζητοῦμεν τὴν ν-οστὴν παράγῶγον τῆς Ε εἰς τὸ σημεῖον 
ξεζθ({), θὰ πρέπει ἡ τάξεως (ν---2) παράγωγος συνάρτησις νὰ εἶναι παρα- 
γωγίσιµος εἰς µίαν περιοχήν π(ξ) τοῦ ἕ, ὥστε τὸ ἔ νὰ εἶναι ἐσωτερικὸν 
σημεῖον τοῦ πεδίου ὁρισμοῦ τῆς (ν --- 1) τάξεως παραγώγου συναρτήσεως. 

β) ᾿Εὰν µία συνάρτησις Ε εἶναι παραγωγίσιµος εἰς ἕκαστον σημεῖον 
τοῦ ἀνοικτοῦ διαστήματος (α, β), ν φοράς, τότε ὑπάρχει καὶ ἡ συνάρτησις 
παράγωγος Υ Ξ- Είώ(Χ), δηλαδἠ ἢἡ συνάρτησις ν-οστῆς παραγώγου. 

Υ) ᾿Εὰν µία συνάρτησις { ἔχῃ παραγώγους εἰς ἕνα σημεῖον ξεΔ, ὅπου 
Δ ἕνα ἀνοικτὸν ὑποσύνολον τοῦ «)(Ώ, μέχρι τάξεως τινὸς δὲν ἔπεται ὅτι 
θὰ ἔχη καὶ παράγωγον εἰς τὴν θέσιν ξεΔ καὶ εἰς τὴν ἁμέσως ἔπομένην τά- 

7 


ἔιν. Οὕτως ἡ συνάρτησις Τ μὲ ἴκ)--σχ . ἔχει πρώτην καὶ δευτέραν παρά- 
γῶγον εἰς τὴν θέσιν κ -- 0, δὲν ἔχει ὅμως παράγωγον τρίτης ἢ ἀνωτέρας 
τάξεως εἰς τὴν θέσιν χ -- 0. 

ὃ) Εΐνοι εὔκολον νὰ ἀποδείξωμεν, ὅτι ἐὰν µία συνάρτησις Ε ἔχῃ εἰς 
ἕνα ἀνοικτὸν διάστηµα παραγώγους πάσης τάξεως, τότε ἡ Κ-τάξεως παρά- 
γώγος τῆς ν-τάξεῶς παραγώγου τῆς Ε εἶναι ἤ (ν-Ι-Κ)-τάξεως παράγωγος τῆς ἓ, 

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1. Ἡ συνάρτησις Ε μὲ {() Ξ- ο" εἶναι παραγωγίσιµος ἀπείρους φο- 
ρᾶς καὶ προφανῶς συνεχής. 


᾽Απάντησις. Ἡ {(Χ) -- ο" εἶναι συνεχὴς ΦχεΕ καὶ ὑπάρχει ἡ παράγωγος αὐτῆς 
(09 -οἳ ψχεξ. Ἑπομένως εἶναι συνεχῆς καὶ ἀπείρους φορὰς παραγωγίσιµος ψχεΒ. 
Ὥστε : (εὔ(ν) -- ϱἳ ψχεΕ καὶ γνεΝ. 


ΠΑΡΑΛΕΠΜΑ 2. Ἡ συνάρτησις { μὲ Γκ) ξ αξ (α.»θ ασὀ1) εἶναι ἀπείρους φο- 
ρὰς παραγωγίσιµος καὶ συνεχἠς χε. 


᾽Απάντησις. Ἡ ἴ(χ) -- αἲ εἴναι συνεχἠς Ψ»ΧΕΒ. καὶ ὑπάρχει ἡ παράγωγος αὐτῆς 
ΓΕ) -- αἴορα φχεΕ. Εἶναι δὲ ἡ συνάρτησις {΄ συνεχἠς ΨΧχεξ. Ἡ "(0 Ξξα Ίορα)” κ.ο.κ. 
καὶ ((ν(κὶΞ-α (Ίοβα)’ φχεΕ. καὶ ΨνΕεΝ, πάντοτε συνεχἠς καὶ παραγωγίσιµος ἐπὶ τοῦ Κ. 


ΠΑΡΑΛΕΙΓΝΤΑ 4. Ἡ συνάρτήσις ἔ μὲ {(Χ) Ξ ημχ εἶναι παραγωγίσιµος συνεχῶς 
ἀπείρους φοράς φχεβ. Ισχύει δὲ: 


(ημχ)ν) Ξημµ («εν - ) »ΧεΒ, ψνεΝ 
᾽Απάντησις. Ἡ [(κ) -- ημκ εἶναι συνεχὴς καὶ παραγωγίσιµος ΨΧΕΒ καὶ εἶναι : 
΄ - π 
{0ο -- (αμα) -- συνχ-- ημ (« -- 2) 
Εἶναι ἢ {΄ συνεχἠς καὶ παραγωγίσιµος γΧΕεΒ. Ἐάν δεχθῶμεν ὅτι: 


(ως) -- (μκχῶ -- πμ (κα κ-ᾖ-), ΚΕΝ 


ο τν 


τότε: ΕΚ«Χ) -- [Κημκο]΄ -- πι (κ εκ-ς )]  ΡΟΝ (α Ἔ ) ' (« ων ) Τ. 
--- ( η » )-ν (κ- .- 4 5) - Ἡμ (ο κάκυς), ὁπότε ψνεΝ θά ἰσχύῃ : 


π 
(αμα) -- πμ (εν --) 
καὶ ἑπομένως εἶναι συνεχῶς παραγωγίσιµος ἀπείρους φοράς. 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4. Ἡ συνάρτησις { μὲ ἴκ) -- συνχ εἴναι συνεχῶς παραγωγίσιµος 
ἀπείρους φορὰς καὶ ἰσχύει : 


(συνχ)(ν) - συν (κ18ν -3-) ΨΧΕΒ, ψνεΝ. 


᾽Απάντησις. 'Ὁμοίως ώς ἄνω. 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 5. Ἡ συνάρτησις ἀκεραίου πολυωνύμου τοῦ χ εἶναι συνεχῶς πα- 
ῥραγωγίσιμος ἀπείρους φορὰς ἐπὶ τοῦ Β. Ἐὰν δὲ νεΝ ὁ βαθμὸς αὐτοῦ, τότε ἤ τάξεως ν-Εε1 
παράγωγος αὐτοῦ καὶ πᾶσαι αἲ ἐπόμεναι εἶναι μηδενικαί. 

᾽Απάντησις. Ἔστω Γ(Χ) -- αρ--αικ--αυχ2--... Εάνκ" προφανῶς συνεχἠς καὶ παρα- 
γωγίσιµος διὰ ψχεξ. Ἔχομεν: ΓΕ)  αι-2αρΧ-|-... νανα'  προφανῶς συνεχἠς καὶ 
παραγωγίσιµος φχεΕ. ᾿Ἐπίσης εἶναι : Ε (8) -- 2α.--2.3αᾳκ:-{-... Εν(ν ---λανκν- κ.ο.κ. 

(99 Ξ- 1.2.3...ναᾶν Ξ ν]. αν 
Ἐνῷ Εντ(κ)--0 καθὼς καὶ πᾶσαι αἱ λοιπαὶ παράγῶώγοι αἵ πέραν τῆς τάξεως (ν--1). 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 6. Νὰ εὑρεθοῦν αἱ διαδοχικαὶ παράγῶγοι τῆς συναρτήσεως Ε μὲ 
έ{α) -- λελκ,λεΒ -- (0). 
᾽Απάντησις. Ἔχομεν: ἔσ -- λ(ελκ)΄ -- λελσ(λκ)’ -- λδελς. 
{(9) -- λε(ολκ)’ -- λδ.λ.ελα -- λθελκ καὶ εὐκόλως Γν(κ) ς- λΥ 1, αλα. 
Εΐναι συνεπῶς συνεχῶς παραγωγίσιµος φψχεξ ἀπείρους φοράς. 
ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 7. Θεωροῦμεν τὴν συνάρτησιν { μέ: 
{ Χξ 1 «ὔνχσο 
{(κ) - ει. χ 
0 ἂν κΞ0 
Εὔρετε τὰ (0), Ε7(0), ἂν ὑπάρχουν. 


᾽Απάντησις, Διὰ χσεθ ἔχομεν: ΓΕ 1) -- (δημ : ) -- 2χημµ 9 Γκ” (αμ τ ) Ξι 

Χ 4 νά 
- ο 1 κο. 1 «. Ἡ ,ί 1 1 
5 2ΧΏμ τε Ἔχ' (συν -- ) () Ξ- 2Χηµ πα αν» 2χημ τα πο λάστν 


Χ 


Ε(Χ) ---- Ε(0) 


1 
Αλλά: Ιπι -- Ππχ ον Ξ- Ἱπι χημ -- 
χ.ο Χ---0 χκ-»θ Χ κ-»0 Χ 


Καὶ ἡ συνάρτησις πρώτη παράγωγος εἶναι : 


Ξ-0 --Ε{θ. 


{ 1 πι 
Κω --ό 2χημ .- ---συν ἂἲ ἂν χ-εθ 


0 ἂν χΞ0. 


2χημ -------- σὺν : 0 
Ἐπειδὴ ὅμως: Ιἶπι Ευ μα μμαι λοα υµ- 
κ-»0 χΧ--θ κ.» κ---0 
ε-- ]ΐπα (2ημ .... συν α-) τὸ ὁποῖον, ὡς γνωστόν, δὲν ὑπάρχει, ἔπεται ὅτι ἡ ἓ 
χ-»0 4 Χ 


δὲν ἔχει δευτέραν παράγωγον εἰς τὴν θέσιν χ -- 0. 


12. 9 Παράγώγοι ἀνωτέρας τάξεως ἅἁδροίσματος καὶ γινομένου 
δύο συναρτήσεων. 
Τύπος τοῦ Τ.θμπί 
ΠΡΟΤΑΣΙΣ 1. 'Εὰν αἳ συναρτήσεις ἔι καὶ Το εἶναι ν φορὰς παραγογί- 
σιµοι εἰς τὴν θέσιν κ -- ξεδ, ὅπου ἕ ἐσωτερικὸν σημεῖον ἑνὸς ἀνοικτοῦ ὄνα- 
στήµατος Α ς ὀ)(ί/)ω Φ)(Η), τότε καὶ ἡ συνάρτησις: 
{ -- ΚΙ --λῖ, (Κ, λεΒ) 
εἶναι ἐπίσης ν φορὰς παραγωγίσιµος εἰς τὸ ξεΔ. 


᾿Απόδειξις. Πολὺ ἁπλῆ. Ἰσχύει δηλαδή : 
{9 -- ΚΕ(ώ Ελ 
ΠΡΟΤΑΣΙΣ 2. Ὁμοία πρύτασις καὶ διὰ τὴν συνάρτησιν ἕ -- . ἀρκεῖ 
9 


{(5) -Ε 0. 
᾿Απόδειξις. Ἔχομεν : 
Γρ ως ας) -- (1 να οκ 


μον ον δα 


ΓΞξ 

ἃ : « ον δε... 

Ἠτοι πάντοτε τῆς μορφῆς: Ἔν μὲ Ε.(8) «0. 
2 


ΠΡΟΤΑΣΙΣ 3. Ὁμοία πρύτασις καὶ διὰ τὴν ἓ -- ἴι.Εο. 


᾿Απόδειξις. Ἔχομεν ἅ {’ 5 {1ο -{, Γ’’ νά {ιν νο {ΓΕ ν΄ Ξ 
-- α’ Ίν-2Ἡν -γἰν αν τς Αα” Γθ ΓΔ Εμίν” καὶ ὁμοίως: 


ω- βθΕ τε πο δες Ε δι Ὁ ϱν-ορΕ.. τα (0 


ποὺ εἶναι ὁ τύπος τοῦ Γείοη1ἤ. 

Θὰ δείξωµεν τὴν ἰσχὺν τοῦ τύπου (1). 

ὉΟ τύπος, κατὰ τὰ ἀνωτέρω, ἰσχύει διὰ ν -- 1,23. 'Εὰν δεχθῶμεν, ὅτι 
ἰσχύει διά νεΝ καὶ ὅτι αἱ {ῃ, { παραγωγίσιµοι εἰς τὴν θέσιν χ -- ἕε Δ µέχρι 
τάξεως ν, εἶναι παραγωγίσιµοι εἰς τὴν θέσιν χκ--ξε Δ µέχρι καὶ τάξεῶς ν-ε!, 
θὰ δείξώμεν, ὅτι ὁ τύπος (1) ἰσχύει καὶ διὰ ν-Ι-Ι. Εἰς τὸν τύπον (1) ἐμφανί- 


ο 


ζονται αἳ παράγῶγοι τῶν {ἔι καὶ {, µέχρι τὸ πολὺ τάξεως ν καὶ εἶναι μάλιστα 
εἲς ἕκαστον ὅρον τοῦ ἀθροίσματος τοῦ τύπου (1) γινόμενα τούτων, τὸ ὁ- 
ποῖον σηµαίνει, ὅτι ἕκαστος ὄρος εἶναι συνάρτησις παραγωγισίµων συναρ- 
τήσεων εἰς τὴν θέσιν χ -- ξεβ), ὁπότε καὶ τὸ ἄθροισμα θὰ εἶναι συνάρτησις 
παραγωγίσιµος εἰς τὴν θέσιν χΧ--ξεῷ, ἤτοι ἡ Εί9 εἶναι παραγώγίσιµος εἰς 
ξεφ. Κατόπιν τούτου καὶ ἐπειδὴ ὑπάρχουν καὶ αἱ παράγωγοι τάξεως ν-ἷ-ί 
εἰς τὴν θέσιν κ -- ξεῷ τῶν {ι καὶ Ὦ θὰ ἔχωμεν : 


(ν΄ -- νά .. ῃ ιν ϱΕ”ς-|- πο». δρ -Γ... προ ΞΞ 


ο. 1) 


--Ειὸ ΕΥ -- -Ἡ ΤΕ [νο ἡ ει. ΕΙ οΙ-- 


Ξ- (1) 9. ΕΠΟ) -- τ ο ο λα ο ο πο σμολ. 


ν ν , ν ν ος 
-- ΠΛ ΕΕ ΕΝ Σ0-Ε [( η ) «β ( : ) πω μα- ( ' ) . ο ) πο μα- 
ο ο μας. 
ο ο ) ---- ον βρω «Ενης (λεος α. 
ν 


ο. 


ἜἨτοι ἰσχύει διὰ ν--Ι. 
Συντόµως γράφεται : 


(ως Σ . Ε9-9.ΕΩ, ὅπου ΚεΝι καὶ Κ-ν. 


κ-0 
Ἐΐναι φανερὸν ἀπὸ τὰ ἀνωτέρω, ὅτι οἳἵ συντελεσταὶ ἀκολουθοῦν τὸν 
νόµον, καθ’ ὃν εὑρίσκονται εἰς τὸ διώνυµον (α-]β)’. 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ. ἵΝὰ εὑρεθῇ ἡ ἔκτη παράγωγος τῆς συναρτήῄσεως { μὲ {) Ξ- χ»ς», 


᾽Απάντησις. Θὰ ἐφαρμόσῶώμεν τὸν τύπον τοῦ Τεἰοηίζ μὲ Ε(Χ) Ξ- χᾶ καὶ {(α) -- ςἳ, 


Θὰ ἔχωμεν: Εί5) -- Μ(5).Ε,- ο. Π(δ)Γ ο .- εν Ἔ ος . « Ες) --- 
πο ο. τω μδ σας 9 τρ δα. μμὸ 


4 ὅροι ἀπὸ τοῦ μεσαίου καὶ ἐφεξῆς ἔχουν τὸν αὐτὸν συντελεστὴν κατὰ τὰ γνῶ- 
στὰ καὶ ἐπειδὴ (κ) -- (9)’ -- 3χὲ, Ες) -- ὀκδ) -- 6χ, ἴι 8 - (6κ)’ --σ, ἕως - 
εΞ{(δ() - (δα) Ξ0 καὶ ἑσο-υϱ - μ ο - ἐὀ() -- Ιός) -- δίσ) -- εἳ θά 
ἔχωμεν τελικῶς: {9(09:-0.ε1-Γ6.0.8”-15.0.ε1-Ι-20.6.ε:-Ι-15. 6χ.6ἳ-[-6. 313. 6Χ--1.χ». θἲς-- 
ε- (120 --90Χ-Ε18χ2-Ι-χδ). 


ασ. 


12. 10 Σπµασία γεωμµετρικἡ τῆς παραγώγου 


Θεωροῦμεν τὴν συνάρτῃησιν Ε ὡρισμένην καὶ συνεχῆ εἰς ἕνα διάστηµα 
ία, β] καὶ ἔχουσαν παράγωγον εἰς τὴν θέσιν ξεία, β) πεπερασµένην. 


ὴ (ο) 


Ιω “ο --. 


Ἔστω ἀκόμη, ὅτι (ο) εἶναι ἡ καμπύλη ποὺ ἀποτελεῖ τὴν γραφικἡν πα- 
ῥάστασιν τῆς Ε εἰς ἕνα ὀρθοκανονικὸν σύστημα ἀξόνων. ᾿Εὰν Μ(ξ, {(8)) 
καὶ Ν(ξ-κε, Κξ-Γε)] εἶναι δύο διακεκριµένα σημεῖα τῆς (9) (ε-« 0), ταῦτα 
ὁρίζουν τὴν εὐθεῖαν ΜΝ, πού, ὣς γνωστόν, καλεῖται τέἐμνουσα τῆς (ο). 
Γνωρίζοµεν ὅτι ἡ ἐξίσωσις τῆς εὐθείας τῆς διερχοµένης διὰ δύο σημείων 

ελα... νι 
Χι Χο ὅι ονρ 
Χι π- ὅ, Χρ Ξ- ἔ-γε, γι 5- 18), Υε -- 5: Γε) θὰ ἔχωμεν : 

αι - προσ πε --- υ--δτ(ς--δ - 

Μεταβάλλοντες ε-θ καὶ μὲ (ξ--ελεία, β], θὰ ἔχωμεν καὶ ὅλας τὰς 
τέµνουσας τὰς διερχοµένας διὰ τοῦ σημείου Μ τῆς (ο). 

Ἐὰν τώρα ὑποθέσωμεν, ὅτι τὸ ε --» 0, τότε τὸ σημεῖον Ἰν(ξ--ε, {{ξ-ε)) 
κινούμενον ἐπὶ τῆς (ο) καὶ ἐπειδὴ ἡ Ε εἶναι συνεχἠς ἐπὶ τοῦ [α, β], τείνει νὰ 
συμπέσηῃ μὲ τὸ σημεῖον Μ(Ε, {8)). 

Ἐπειδὴ ὑπάρχει ἢ παράγωγος τῆς Ε εἰς τὴν θέσιν ξεία, β) καὶ εἶναι 
Πεν) Θγρκα. 


Μ(ὰ,, γι) καὶ Ν(Χ., Υο) εἶναι : καὶ ἑπομένως διά : 


(ξ-ε)--θ) 
ε 


πεπερασμένη, θὰ ὑπάρχη καὶ τὸ Ι 
ε-νο 


Τότε ὅμως ἡἦ τέµνουσα εἲς τὴν ὁριακὴν αὐτὴν θέσιν (ε --» 0) θὰ ἔχη 
κοινὸν σημεῖον μὲ τὴν (ο) µόνον τὸ Μ καὶ ἡ ἐξίσωσις τῆς τεμνούσης εἰς 
τὴν ὁριακἡἠν αὐτὴν θέσιν γίνεται: Υ --{6)Ξ(κ---Ε)Ι(8). Τήν ὁριακἡἠν 
ταύτην θέσιν τῆς τεμνούσης καλοῦμεν ἐφαπτομένην τῆς (9) εἰς τὸ σημεῖον 


Μ(8, 6). 


- 35 --- 


Ὥστε: Ἡ ἐξίσωσις τῆς ἐφαπτομένης τῆς (ο) εἰς τὸ σημεῖον (ξ, Κξ)) 
εἶναι : υ-{(ϐ 5 (δα --δ) 
ὅπου Ε(ξ) ἡ παράγῶγος τῆς Γ εἰς τὸ ξεία, β). 

Γνωρίζομεν ὅμως, ὅτι ὁ συντελεστής διαυθύνσεως τῆς εὐθείας μὲ ἐξί- 
σωῶσιν Υ ---ξδ) -- Ε (8) (κ ---ἔ) εἶναι ὃ ἀριθμὸς (πραγματικὸς) Ε’(8). 

Ἑπομένως ὁ πραγματικὸς ἀριθμὸς Ε΄(Ξ), ποὺ εἶναι ἡ παράγωγος τῆς ἓ 
εἰς τὴν θέσιν ξεία, β), εἶναι ὃ συντελεστής διευθύνσεως τῆς ἐφαπτομένης 
τῆς (ο) εἰς τὸ σημεῖον Μ(Ε, {ξ)). 

Τοῦ λοιποῦ ἀντὶ νὰ λέγωμεν ἢ εὐθεῖα (Ε) ἐφάπτεται τῆς (ο) γραφικῆς 
παραστάσεως τῆς {, εἲς τὸ σημεῖον (ξ, {{ξ)), θά λέγῶώμεν χάριν ἁπλότητος, 
ὅτι ἐφάπτεται τῆς συναρτήσεως ϐ εἰς τὸ σημεῖον ξεθ(ῇ) ο Φ(ί9). 

Κατόπιν τούτου ἐπειδὴ καὶ ἡ εὐθεῖα εἶναι µία συνάρτήσις, ἕστω ἤ, 
θὰ ὁμιλοῦμεν γενικῶς περὶ ἐφαπτομένων συναρτήσεων εἰς τὸ σημεῖον ἕ 
τοῦ κοινοῦ πεδίου ὁρισμοῦ των. 


Ορισμός, Θεωροῦμεν τὰς συναρτήσεις [ι καὶ [ ὠρισμένας ἐπὶ ἑνὸς συνό- 
λου 4 « Φ([Π)ωΦθ([) καὶ δ ἑσωτερικὸν σημεῖον τοῦ 4. Θὰ Λέγωμεν, ὅτι 
-αἷ συναρτήσεις ᾗι καὶ ᾗο ἐφάπτωνται εἰς τὸ σημεῖον Σε ὅταν: 

“ος 
κ-νξ ᾷὦ --- ξ 


--θμὲαᾖσδ. 3 


Οὕτω ἡ συνάρτησις {ι μὲ τύπον Υ Ξ Π(Σ) καὶ ἤ συνάρτησις (ἡ εὐθεῖα) 
{ μὲ τύπον Υ Ξ Π(ξ) -- (8) (α --Ἐ) Ξ ὢ) ἐφάπτεται εἰς τὸ σημεῖον 
ξεφ(ί) ΩΦ(9), διότι: 


αμ µ αθ--αθ--μΘα-- μι θ-- 
Χ.νξ χ--ἒ κ.νξ κ--ξ Χονξ κο 
πα) --α(ϐ -α(ϐ--0 
ΠΡΟΤΑΣΙΣ 1. ᾿Εὰν αἱ συναρτήσεις Εῃ, ἕο, ἓν εἶναι ὠμισμέναι ἐπὶ ἑνὸς 
διαστήµατος δ - Φίι)ω Φ()Ωω Φ(1) καὶ ξ ἐσωτερικὸν σημεῖον τοῦ Δ 
καὶ αἳ ἔι, ἓο ἐφάπτωνται εἰς τὸ ξεθ καθὼς καὶ αἱ Ε,, ἓ,, τότε θὰ ἐφάπτων- 
ται εἰς τὸ ξεΔ καὶ αἱ ἴ,, ἴς. 
᾿Απόδειξις. ᾽Αφοῦ αἱ { καὶ { ἐφάπτονται εἰς τὸ ξεΔ θὰ εἶναι : 
Παν) ους 
κ-»ᾶ Χ--- ξ 
καὶ ἐπίσης ἀφοῦ καὶ {, ἓε ἐφάπτονται εἰς τὸ ξεΔ θὰ εἶναι : 
ται 145) --- [α(κ) 
πι --ἕ- ὦ-----ο αγ). 
4 Χπ-τ κα. ί 5 


πω πω τος, ιν σος μα αθθ)-) Γὸ--) 


κο ἆἅ πα... κνξ κ--ξ 


ο ο ος 


ας αι Δ1(9- ο) 
Χο τς 
τὸ ξεΔ. 


Ξε0 καὶ ἐπομένῶς καὶ αἳ { καὶ ἴᾳ ἐφάπτονται εἰς 


ΠΡΟΤΑΣΙΣ 2. Ἐὰν ἡ συνάρτησις ἓι εἶναι ὡρισμένη ἐπὶ ἑνὸς συνόλου 
ΔΑ « Φ( καὶ ξ ἐσωτερικὸν σημεῖον τοῦ Δ, ούτε ὑπάρχει µία καὶ µόνον 
µία εὐθεῖα τῆς μορφῆς ἴι(χ) Ξ- ει-Γο(Χ --- ) (οι, 6,εΕ) ἐφαπτομένη τῆς { 
εἷς τὸ ξεΔ. 


᾿Απόδειξις. Εΐδωμεν προηγουμένως ὅτι ἡ εὐθεῖα {ϱω(ὰ) -- {(8)-ΓΕ'(8).. 
(ς---δ) ἐφάπτεται τῆς { εἲς τὸ ξεΔ, ὑπὸ τὴν προὐπόθεσιν, ὅτι ἢ {ἔ εἶναι 
συνεχἠς εἰς τὸ ξεΔ. 
Εΐναι εὔκολον νὰ δείξωµεν, ὅτι ἐὰν ἡ { εἶναι συνεχἠς εἰς τὸ ξεΔ, 
τότε ἡ ο λαμβάνει τὴν µορφήν: 
{() -- Π(δ)-(-οιίκ --- δ). 


Πράγματι ἐόν δεχθῶμεν, ὅτι ἡ [ων ἐφάπτεται τῆς { εἰς τὸ ξεΔ θὰ πρέπει: 
αν Ξ στ τος) 


πι Ξ-0 (τε) 
χ-»δ -ε., σα 
Ἔχομεν: 
μοι Εκ) --οι --οία --- 8) ος Πα τον -. . 


λωνᾶ Χ--ξ Χ-νδ ας 


Διὰ νὰ εἶναι τὸ ὅριον τοῦτο μηδέν, θὰ πρέπει Πιπι(χ) -- οι, ἐπειδὴ ὅμως: 
χ-»ς 


Ἡ { εἶναι συνεχἠς εἰς τὴν θέσιν κ -- ξεΔ, θὰ ἔχωμεν : 
Ππης,(ϱ) -- {(8), 
Χο» 


ἑπομένως οι Ξ- {Π(ξ) καὶ ἡ { λαμβάνει τὴν μορφὴν 
(κ) -- Π(δ)-Γου(ίκ --- δ). 

Ἐὰν τώρα ὑπάρχῃ ἐφαπτομένη (εὐθεῖα) εἰς ἔι εἰς -τὸ ΣΕΛ, τότο αὐτὴ 
εἶναι μοναδική. 

Ας ὑποθέσωμεν ὅτι τῆς ἔ ἐφάπτεται ἡ { μὲ {Χ) Ξ- οι--ο(χ --- 8) 
καθὼς καὶ ἡ { μὲ Γα(Χ) Ξ- οᾳ-Γοιίκ--- δ) ἀμφότεραι εἰς τὸ ξεΔ. 

Τότε συμφώνως πρὸς τὴν προηγουµένην πρὀτασιν θὰ ἐφάπτωνται εἲς, 
τὸ ξεδ καὶ {9, {4 καὶ θὰ ἔχωμεν: 

[ὗπι κ σ- ας 


Χοξ 


ο ο ο 


Τοῦτο ἰσοδυναμεῖ μὲ τό: 


πα ος) ---τρ-ο(κ--δ) 
Χ-ξ κ---ἕ Χ.νξ Ἂν τάς 


τσα-- ο, ας 0 


ο 


τὸ ὁποῖον συμβαίνει µόνον ὅταν οι Ξ- ο) καὶ ο Ξ- οι καὶ ἑπομένως ἡ {ο εἶναι 
μηδενική. 


ΠΡΟΤΑΣΙΣ 4. “Ἱκανὴ καὶ ἀναγκαία συνθήκη. ἵνα ἡ συνάρτησις ἴ[ο(χ) Ξ-- 
Ξ- Ε(ξ)-ἱ-ου(κ -- ἔ) ἐφάπτεται τῆς συναρτήσεως ἴι, ὡρισμένης ἐπὶ ἑνὸς 
συνόλου 3. εἰς τὸ σημεῖον ξεθ, εἶναι ἡ ἓ νὰ ἔχῃη παράγῶγον πεπερασµένην 
εἰς τὴν θέσιν ξεφ. Εἶναι δὲ τότε ο, « Γ (8) καὶ ἡ ἔ, λαμβάνει τὴν μορφὴν 
ες) Ξ- Π(ϐ) Γὔι(δ α -- δ. 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1. Θεωροῦμεν τὴν συνάρτησιν Ε μὲ {(α) - 3χ”. 


-) Εὔρετε εἲς ποῖον σημεῖον τοῦ διαγράµµατος τῆς ἔ ή ἐφαπιομένη ἔχει συντελεστὴν 
διευθύνσεως λ. Ξ- 1. 


β) Εἰς ποῖον σημεῖον εἶναι ἡ ἐφαπτομένη παράλληλος τοῦ ἄξονος τῶν χ. 

Υ) Εὶς πυοῖον σημεῖον ἡ ἐφαπτομένη τέμνει τὸν ὄξονα τῶν κ ὑπὸ γωνίαν 3060, 

ὃ) Εἰς ποῖον σημεῖον ἡ ἐφαπτομένη εἶναι παράλληλος πρὸς τὴν εὐθεῖαν Υ -- 3χΧ. 

ε) Εἰς ποῖον σημεῖον ἡ ἐφαπτομένη εἶναι κάθετος τῆς εὐθείας 3χ --- 2γ-Γ1 -- 0. 
στ) Βϊς ποῖον σημεῖον ἡ ἐφαπτομένη διέρχεται διὰ τῆς ἀρχῆς. 

ὅ) Εἰς ποῖον σημεῖον ἡ ἐφαπτομένη διέρχεται διὰ τοῦ σημείου Μ{1, 1). 

η) Εἰς ποῖον σημεῖον ἡ ἑφαπτομένη τέμνει τὴν εὐθεῖαν 2χ --- 3-2 -- 0 ὑπὸ γωνίαν 450, 
ϐ) Εἰς ποῖον σημεῖον ἡ ἐφαπτομένη τέμνει τὸν ἄδονα τῶν Υ εἲς τὸ σημεῖον Μ(0, ---2), 

᾽Απάντησις. α) Γνωρίζοµεν, ὅτι συντελεστὴς διευθύνσεως τῆς ἐφαπτομένης τῆς Ε 

εὶς τὸ σημεῖον (6, {(5)) εἶναι λ.Ξ-Ε΄(ἔ). Ἔχομεν Γ(αχ)Ξ6κ καὶ εἰς τὴν θέσιν χ--ξεφ(θΞ8Β, 


θά εἴναι; Ε΄(ἔ) -- 6ξ. Ὥστε 6ξ --λ.-- 1, ἄρα ἕ -- - ὡ Τὸ ζητούμενον λοιπὸν σημεῖον 


θὰ εἶναι; ἕ,κὸ- (4 : ε{:ς )) - (α. τρ) 


β) Γνωρίζοµεν, ὅτι τὸ σημεῖον ξΕεΕ εἰς τὸ ὁποῖον ἡ ἐφαπτομένη εἶναι παράλληλος 
πρὸς τὸν ἄξονα τῶν χ εἶναι ἐκεῖνο διὰ τὸ ὁποῖον Εξ) --ο. 

Ἑπομένως θά ἔχωμεν: Ε (8) - 0-- 6ξ --0-- ἕ -- 0 καὶ τὸ ζητούμενον σημεῖον εἶναι 
τό: (0, 1(0)) -- (0,0), δηλαδὴ ἡ ἀρχὴ τῶν συντεταγμένων. 


γ) Γνωρίζοµεν, ὅτι ἂν ἡ ἐφαπτομένη τέμνη τὸν ἄξονα τῶν κ ὑπὸ γωνίαν ω, τότε ὁ 
συντελεστὴς διευθύνσεως τῆς ἐφαπτομένης θἀ εἶναι λ,-- εφω. Εἰς τὴν περίπιώσιν µας 


θὰ ἔχωμεν λ.Ξ εφ30θ -- ο ε, Αλλὸ λΞ-Ε(ΘΕ), ὅπου ξεΒ τὸ σημεῖον διὰ τὸ ὁποῖον ἡ 

ἐφαπτομένη ἔχει συντελεστὴν διευθύνσεως λ. “Ἑπομένως θὰ ἔχωμεν: Γ:(6) - ον -- 
3 3 

- 6ξ 5 ο. 5» ἕ Ξ: ο -, Τὸ ζητούμενον σημεῖον εἶναι συνεπῶς τὸ (ξ,{(5)) -: 


ο 

ὃ) Ἵνα δύο εὐθεῖαι εἶναι παράλληλοι, θὰ πρέπει νὰ ἔχουν τὸν αὐτὸν συντελεστὴν 

διευθύνσεως. Ὁ συντελεστής διευθύνσεως τῆς Υ Ξ- 3χ εἶναι Λι Ξ- 3, ὁ δὸ τῆς ἐφαπτομέ- 
νης λ.Ξ- Ε(Ε). Ὥστε θὰ πρέπει: Γ() «3-έ6ξ-3λ-ξ- ο 


- ; ος 1 ! .. 3 
Τὸ ζητούμενον σημεῖον εἶναι: {-.-- ο ορ : 
ο ο ο ο). ο 


ϱ) Ἡ εὐθεία 2χ --2Υ-ΓΙ -- 0 ἔχει, ὡς γνωστόν, συντελεστὴν διευθύνσεῶς λι Ξ ας 


καὶ ἂν λ, ὁ ἀντίστοιχος τῆς ἐφαπτομένης ἀφοῦ θὰ εἶναι κάθετοι θὰ πρέπει: λι.λ. -- ---ἶ 
1 


καὶ ἑπομένῶς λ. -- . Κατόπιν τούτου ἐπειδὴ λ.ΞΞ{΄(Ε), θὰ ἔχωμεν 6ξ -- --ν αν ο. νο 


Ε « , : ω αο- λ ία ΕΙ χη.... 1 | 

Ἐπομένως τὸ ζητούμενον σημεῖον εἶναι : . 92 { (-- 9 ) ο. (-- ο 21 ). 

στ) Ἵνα ἡ ἐφαπτομένη διέρχεται διὰ τῆς ἀρχῆς θἀ πρέπει ἡ ἐξίσωσις τῆς ἐφαπτο- 
µένης ποὺ εἶναι Υ ---{(ξ) -- ἐξ) (χ --- Ε), νὰ ἐπαληθεύεται μὲ τὰς συντεταγµένας τῆς ἁρ- 
χῆς (0, 0). Ἔχομεν : 0 --- ((8) -- Ε’(6) (0 --- ἕ) -- ---3Ε2 -- -- Ἔἐ.6ξ -- ἔ -- 0 καὶ τὸ ζητούμενον 
σημεῖον εἶναι τὸ (0,(0)) τ- (0, 0) «« Ι’() - 0 καὶ ἢ ἐφαπτομένη ἑπομένως εἶναι ὁ ἄξων 
τῶν χ. 


ζ) Ἵνα ἡ ἑφαπτομένη διέρχεται διὰ τοῦ σημείου Μ(1, 1) θὰ πρέπει αἱ συντεταγµέναι 
τοῦ σηµείου νὰ πληροῦν τὴν ἐξίσωσιν τῆς ἐφαπτομένης ν ---((ξ) Ξ- Ε()(ὰ --- 5). 
Ἔχομεν: 1 ---(8) Ξ Ε(δ --ἕ) -ς 1-35 -- 6ξ(! ---ἔ). Ἐκ ταύτης λαμβάνοµεν : 
ἁκίώς ον ο. ι 


δι 
Ὑπάρχουν συνεπῶς δύο ἐφαπτόμεναι τῆς {, ποὺ διέρχονται ἀπὸ τὸ Μ(1, 1). Εἶναι 
33496 (ον )) καὶ 


ἀντιστοίχως αἱ ἐφαπτόμεναι εἲς τὰ σημεῖα Μι ( 5 3 


µόνο, (νε) 


ὁ - : . 2 
η) Ὁ συντελεστὴς διευθύνσεως τῆς εὐθείας 2χ--- 3Υ-:2 «- 0 εἶναι: λι 1” ὁ 
δὲ τῆς ἐφαπτομένης λ. Ξ- {(ξ) -- 6ξ. Εὰν ω ἡ γωνία ὑπὸ τὴν ὁποίαν ἡ ἐφαπτομένη τέ- 
μνει τὴν εὐθείαν, θὰ ἔχωμεν: εφῶ -- εφά»θ -- 1. Καὶ πρέπει νὰ ἰσχύῃ : 


εφω -- σσ λ] 
[πολι] 
ας] | 2 
Ἑπομένως: | ---------- ο α. κε] -» | 6ξ --- 3-] ΞΞ11 -- Αξ|. Ἔχομεν συνεπῶς : 
| 3 
1-Γ6ξ -- 
3 
πο μα πω αμ ο 
νι ο ο ο ως πο ο μμ} πάρχουν 
συνεπῶς δύα σημεῖα τὰ Μι (- (ος )) καὶ Μ.(--6 ε{--) ς 
6) 6 30 3 30 


ϐ) ᾿Εργαζόμεθα ὡς εἰς τὸ (Ὁ. 


ἁπαος., 


ΠΑΡΑΛΕΙΓΜΑ 2. Θεώροῦμεν τὴν συνάρτῃσιν { μὸ Γκ) Ξ αα”--0). Ἐδρετε διὰ 
ποίας τιμὰς τοῦ α ὑπάρχει ἐφαπτομένη τῆς ἕ παράλληλος πρὸς τὴν πρώτην διχοτύµον 
τῶν ἀξύνων ἢ καὶ νὰ συμπίπτῃ πρὸς αὐτήν. 

᾽Απάντησις. 'Ἡ ἐξίσωσις τῆς ἐφαπτομένης εἲς τὸ σημεῖον (ξ, ((ξ)) τῆς Ε εἶναι : 
Υ--- (8) -- ε(8) (κ --- ἔ). ᾽Αλλὰ ((ξ) -- αξ καὶ Ε΄ (ἔ)--αξίορα καὶ ἑπομένως ἵνα ἢ ἐφαπτομένη 
εἶναι παράλληλος πρὸς τὴν πρώτην διχοτόµον τῆς ὁποίας ἡ ἐξίσωσις εἶναι Υ -- χ μὲ συν- 
τελεστὴν διευθύνσεώς λι Ξ- 1, θὰ πρέπει Ε (8) -- 1 -- αδίορα -- Ι, 

Παρατηροῦμεν. ὅτι ὑπάρχουν ἀπειράριθμα ζεύγη τιμῶν τῶν α, ξ διὰ τὰ ὁποία ἡ 
ἐφαπτομένη τῆς { εἶναι παράλληλος τῆς Υ Ξκ. Εάν ἔ--θ, τότε Ιορα -- 1, ἄρα αξ-ε 
καὶ ἑπομένως ἡ ἐφαπτομένη εἰς τὸ σημεῖον (0, {(0)) τῆς ((κ) -- αἳ, δηλαδὴ εἰς τὸ σημεῖον 
(0, 1) τῆς {(κ) Ξ- εἳ εἶναι παράλληλος τῆς Υ --χ. 

Διά νὰ συμπίπτῃ ἡ ἑφαπτομένη τῆς Ε(Χ) -- α”, μὲ τὴν Υ Ξ χ, θὰ πρέπει ἡ ἐξίσῶσις 
γ 5 αξ Ξ- αδ(]οσα) (Χ --- ξ) νὰ ταυτίζεται μὲ τὴν Υ -- χ. 

Θὰ πρέπει νὰ ἔχωμεν τὸ σύστημα : 

{ αξ]ορα -- ! 
Γ αξ--- ἔαξίορα -- 0 μὲ αξ 70 καὶ α-0 

Ἔκ τῆς πρώτης ἐξισώσεως λαμβάνομεν : ἔἰορα-ἱοσβ(]ορα) -- 0 καὶ ἐκ τῆς δευτέρας 
ἔιορα -- Ι. Τελικῶς εὑρίσκομεν : Ιορ(]ορα) -- ---ἰ -- Ίορα -- ε-ἲ -- α -- εξ-λ, 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3. Εὔρετε τὴν ἐξίσῶσιν τῆς ἐἑφαπτομένης τοῦ κύκλου χ»--νξ Ξ κ», 
νο ῃ ο, γ’ ες ο) γ” ς 
τῆς ἑλλείψεως ον Ἔ - ὰ Ξ 1 τῆς ὑπερβολῆς αἲ Ξε Ἱ καὶ τῆς παραβολῆς 
γ: Ξ 2ρχ εἰς τὸ σημεῖον ΜίΧι, Υ1). 


᾿Απάντησις. α) Ἐκ τῆς χ2-γ’ -- Ε2 «ο 2χ-Γ2ΥγΥ--0 καὶ ἑπομένως Υ΄-- --- ο (50). 
ὍὉ συντελεστὴς διευθύνσεῶς τῆς ἐφαπτομένης τοῦ κύκλου εἰς τὸ σημεῖον Μ(ὰ,, Υι) θὰ 
Χι 
Υ1 ; 
Γνωρίζοµεν ὅτι ἡ ἐξίσωσις τῆς ἐφαπτομένης εἰς τὸ σημεῖον (ξ, Γ(Ε)) εἶναι : 
Υ--(ξ) (δια -- 8). 


Εἰς τὴν περίπτωσίν µας θὰ ἔχωμεν: Γ(χι) ΞΞ γι καὶ [(ϐ -λ--- τ- 


εἶναι συνεπῶς: λ.- -- 


1. καὶ ἑπομένως: 


1 
Χ. ς 
δες να κσ-νστα η ---χι) -- γι --- γι Ξ- ---χχι (Γχιὸ -- ΧΧιννι Ξ- χε) γι” -- Ε». 

1 
τοι ἡ ἐξίσωσις τῆς ἐφαπτομένης τοῦ κύκλου χ2-Ι-Υ; -- ΕΣ εἰς τὸ σημεῖον ΜίΧ:, νι) 
αὐτοῦ δίδεται ὑπὸ τοῦ τύπου: 
χι Ἔγγι - ΕΚ’. 

ἳ ο ο χ’ ο σα πο ο ο 
β) Εκ τῆς ᾱ ει οκ. Αμα ο Ξ- β' (-  ) ποτ 


( - 0) καὶ συνεπῶς ὁ συντελεστής διευθύνσεως τῆς ἐφαπτομένης τῆς ἐλλείψεως εἰς 
β κι « 
αἳ γι 


τὸ σημεῖον Μίχι, νι) θὰ εἶναι: λ.-- -- 


εφλήος- 


Κατόπιν τούτου ἡ ἐξίσῶσις τῆς ἐφαπτομένης ὣς καὶ προηγουμένως εἶναι : 


βὲ χι 
ᾱ- ολο σης η (α --- κι) 
Ἐκ ταύτης λαμβάνομεν διαδοχικῶς ; 
9, 9 ΧΧ 
σγια) --- αἲγιὴ -- ---βίκκι γβίκ -- β'Χκιἠ-αὖγνι -- β'κ -αγό εν -- 
κ΄ ο γι” 1 
πο πρ 


χὸ Ἡ εγώ - 
ὍὭστε ἡ ἐξίσωσις τῆς ἐφαπτομένης τῆς ἐλλείψεως τα .. δ -ε ] εἷς τὸ σημεῖον 


Μία, νι) αὐτῆς δίδεται ὑπὸ τοῦ τύπου : 


ΑΧ. ον ὅσα 3 
αἲ βὲ οφ, 
ον γν : ο ; 
Υ) Διά τὴν ὑπερβολὴν ω- Ἔ Ξ- 1. Εὐρίσκομεν, ὁμοίως ὡς ἄνω, ὅτι ὃ τύπος 


τῆς ἐφαπτομένης εἰς τὸ σημεῖον Μίχι, γι) αὐτῆς εἶναι : 


ὃ) Διὰ τὴν παραβολἠν γ’ -- 2Ρχ εὑρίσκομεν: Υγι -- Ρί(Χ Γκι) 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4. Ἔστω σημεῖον Μ(κρ, Υ0) τοῦ διαγράµµατος τῆς συναρτήσεως ἔ 
μὲ {(χ) -- αχ’, ὕπου νεο. Ὑποθέτομεν χο-»0. Νὰ εὑρεθῇ ἡ ἐξίσῶσις τῆς ἐφαπτομένης τῆς 
εἷς τὸ Μ. Ἐὰν µ ἡ προβολῆ τοῦ Μ ἐπὶ τοῦ ἄξονος τῶν Υ καὶ Τ ἡ τομὴ τῆς ἐφαπτομένης 


-» 

εἰς τὸ Μ μὲ τὸν ἄξονα τῶν }, νὰ δειχθῇ ὅτι: νι Ξ 1---ν (Ο ἡ ἀρχὴ τῶν συντεταγμέ- 
Ομ 

νωγ). Νὰ ὑπολογισθῇ ἀκολούθως ὁ ν, ἵνα τὸ Ο εἶναι τὸ μέσον τοῦ μτΤ. 


᾽Απάντησις. Ὁ συντελεστὴς διευθύνσεῶς τῆς ἐφαπτομένης εἷς τὸ σημεῖον ΜίΧρ, Υ0) 
εἶναι Γ΄ (κο. Ἔκχομεν: ΓΕ) - νχ' 1 καὶ ἑπομένῶς {(κρ) Ξ- να” 1. 
Ἡ ἐξίσῶσις τῆς ἐφαπτομένης εἶναι: Υ --- (κο) Ξ- ἔ (Χρ) {χ -- κο) 


καὶ συνεπῶς : Υ---ΎΥο Ξ νχρ (κ ---κρ) -- Υξ ναρ Ικ--- νχρ”“-γο 
καὶ ἐπειδὴ Χρ’ Ξ Υο, θὰ ἔχωμεν τελικῶς : 
ΥΞ νχρ 1χ--({ --- νγο ιο) 


1 
| 
| 


ΞΞαβΙρΕ. 


Ἓνκ τῆς (1) διὰ χ - 0 θὰ λάβωμεν τὴν τεταγµένην τοῦ σηµείου Τ. Εὑρίσκομεν : 


"μι 
στ (ί --ννο-- σον Καὶ ἐπομένως να. Ξ]--ν. 
γο Ομ 
Ἵνα τὸ Ο εἶναι μέσον τοῦ μτ, θὰ πρέπει : 
--ᾱ 
ον Ξ- ---ἰ καὶ συνεπῶς Ἱ--ν τ---ὶ -ν- ν--2. 
Ομ 


Τοῦτο σηµαίνει ὅτι µόνον διὰ τὴν παραβολἠν υ -- Ε(χ)Ξ-χ» τὸ Ο εἶναι µέσον τοῦ μτ. 


12. 1 Κινηματικἡ ἑρμηνεία τῆς παραγώγου 


"Ας ὑποθέσωμεν, ὅτι ἕνα σημεῖον Μ κινεῖται ἐπὶ τοῦ ἄξονος τῶν χ 
κατά τινα φοράν. Εΐναι φανερόν, ὅτι σὲ κάθε χρονικἡὴν στιγμἠν { μὲ {-- 
-- Πέ, ἱν], ὅπου { -- {ι ἡ χρονικἡ στιγμὴ κατὰ τὴν ἀρχὴν τῆς κινήσεως καὶ 
ἕξ- { ἡ χρονικἠ στιγµή κατὰ τὸ τέλος τῆς κινήσεως, ἡ θέσις τοῦ κινη- 
τοῦ Μ εἶναι ὡρισμένη ἐπὶ τοῦ ἄξονος. ᾿Εὰν κ ἡ τετμηµένη τοῦ Μ κατὰ 
τὴν χρονικὴν στιγμὴν {, τότε θὰ ἔχωμεν; χΞ- ΠΚ), δηλαδὴ ἡ τετμηµένη 
τοῦ Μ παρουσιάζεται ὡς συνάρτησις τοῦ χρόνου {, κατὰ τὴν µεταβολὴν 
τοῦ { ἀπὸ {ι εἰς ἴ,. 

Ἔχομεν συνεπῶς µίαν συνάρτησιν τοῦ τύπου χ--ί) μὲ Φ(Ώ) -- [ι, ἰο]. 

Ἔστω τώρα ἐρείέ, ἴ) µία χρονικὴ στιγµή. Τότε τὸ πηλίκον διαφο- 


Ξ κ : : . κά. κο ακει) ο σης 
ρῶν κατᾶ τὴν χρονικὴν στιγμὴν {ᾳ θὰ εἵναι : με ο ο ο 
ο ἴο 
στόν, ὁρίζεται ὡς ἦ μέση ταχύτης τοῦ κινητοῦ κατὰ τὸν χρόνον {--- ἐρ. 


ΙΙ τω ΠΠ -- ερ ο η ῷ αἱρα 
Ἐὰν τώρα ὑπάρχῃ τὸ Ιίπῃ π- -- καὶ εἶναι Ένας πραγματικὸς ἆᾱ- 

τ--ῖρ 0 
ριθµός, τοῦτο ὀρίζεται ὡς ἡ στιγμιαία ταχύτης τοῦ κινητοῦ κατὰ τὴν χρο- 


γικὴν στιγμἠν {. 


᾿Επειδὴ ὅμως  ίπι ο εἶναι ἐξ ὁρισμοῦ ἡ πρώτη παράγωγος 
{δι πο το 


τῆς { εἰς τὴν θέσιν {-ξ ίῃ, θὰ ἔχωμεν: 


ο ο ο 
ση τπτ 

Ἐὰν τώρα ὑπάρχῃ ἡ πρώτη παράγωγος τῆς Ε ψΙε(ε!, ἵ9) ,τότε ὀρίζεται 
µία νέα συνάρτησις υ μὲ τύπον υΞ- (9 ψιε(ἰ,, ἴ9), ποὺ εἶναι ἤ στιγμιαία 
ταχύτης τοῦ κινητοῦ εἰς κάθε χρονικἡὴν στιγμὴν {είέι, ἰ9). 

"Ας ὑποθέσωμεν τώρα, ὅτι καὶ διὰ τὴν νέαν συνάρτῃησιν 0 -- Ε (0, ποὺ 
χάριν ἁπλότητος ἂς τὴν συμβολίσῶώμεν μὲ η Ξ υ(0, ὑπάρχει τό: 
ο υί) 


εαθος., 


καὶ εἶναι ἕνας πραγματικὸς ἀριθμός, ἔστω υ΄(1(/). Τὸν πραγµατικὀν αὐτὸν 
ἀριθμὸν ποὺ εἶναι ἡ πρώτη παράγῶγος τῆς η -- υ(ἱ) εἲς τὴν θέσιν ἰρείῖι, (ᾳ) 
καλοῦμεν στιγµιαίαν ἐπιτάχυνσιν τοῦ κινητοῦ κατὰ τὴν χρονικἡν στιγμἡν {ρ 
καὶ τὴν συμβολίζομεν μὲ γί:ρ). 

Ἐΐναι ὅμως τὸ υ΄1ϱ) Ἡ δευτέρα παράγωγος τῆς ἓ εἲς τὴν θέσιν 
ἐρε(έι, {9). 


Ὥστο: () -- Ιἶπι στ, ο ο 
-δῖο 


Ἐὰν συνεπῶς ὑπάρχη ἡ δευτέρα παράγωγος τῆς Ε Ψἱε(ί, ἰ) αὕτη ἐκ- 
φράζει τὴν στιγµιαίαν ἐπιτάχυνσιν τοῦ κινητοῦ διὰ κάθε χρονικὴν στιγμὴν 
{ε(ί,, (9). 

Κατόπιν τῶν ἀνωτέρω ἂν 5-- {8) -- 4:5-3ἱ5-Γι--1 εἶναι ᾗ συνάρτη- 
σις τοῦ διαστήµατος, δηλαδὴ ὃ τύπος τοῦ διαστήματος συναρτήσει τοῦ 
χρόνου, δι’ ἓν κινητὸν Μ, τότε ἡ ταχύτης αὐτοῦ κατὰ τινα χρονικὴν στι- 
γμὴν {, θὰ εἶναι : υ(ι) -- ϱ(8 -- 1213--6ἱ-Γ1 καὶ ἣ ἐπιτάχυνσις αὐτοῦ }γ(8) -- 
Ξ- Γ’() -- 241-ί6. 


12. 12 Διαφορικὸν συναρτήσεως 


Θεωροῦμεν µίαν συνάρτησιν Γ μὲ πεδίον ὁρισμοῦ τὸ Φ/(Ε) καὶ ἔχουσαν 
παράγωγον εἰς τὸ σημεῖον χΞ ξεφ([), πεπερασμένην. . 

Ὡρισμὸς 1. αλοῦμεν διαφορικὸν τῆς συναοτήσεως [ εἲς τὸ σημεῖον 
αΞξςξεΏ([) τὴν γραμμυὴν συνάοτησιν μὲ τύπον Υ-- [(2).Ν, τὴν ὁποίαν 
συμβολίξοµεν μὲ Πέ) : Β |-»- Β. 


Ἔστω τώρα καὶ ἤ συνάρτησις σ μὲ σ(χ) --χ. τῆς ὁποίας τὸ Φ/(σ)--Κ. 
Διά τὴν συνάρτησιν αὐτὴν γνωρίζοµεν, ὅτι ἡ παράγῶγος αὐτῆς ΨΟΧεΚΕ. 
εἶναι σ΄(κ) -- 1. Κατὰ τὸν ἀνωτέρω ὀὁρισμὸν τὸ διαφορικὸν αὐτῆς θὰ εἶναι 
ἡ συνάρτησις μὲ τύπον Υ Ξ 1.Χ -- Χ, τῆς ὁποίας τὸ σύμβολον θὰ εἶναι : 
ἁσ(α) -- ἀχ: Ε ι-»- Κ. 

Ἐὰν τώρα θεωρήσωμεν καὶ τὴν συνάρτησιν Γ’(Ε6)λάχ: Ε |-» Ε ὁ τύ- 
πος τῆς Υ -- ΕΤ(ξ)Χ εἶναι ὁ τύπος τῆς ἀῇΠξ): Ε. |-» Κ. 

Κατόπιν τῶν ἀνωτέρω θὰ ἔχωμεν, ὅτι : 

αί(ϐ) -- Γ’(8άχ. 

Ὅταν λοιπὸν ἡ Ε εἶναι παραγωγίσιµος εἰς τὸ σημεῖο ξεφ([) ὀρίζεται 
καὶ τὸ διαφορικὸν αὐτῆς εἲς τὸ ξεφ(ϐΏ), ποὺ σηµαίνει ὅτι ὀρίζεται µία σὺν- 
άρτησις μὲ τύπον : 


Φ(0οχ --» ἁῑχ) 


διὰ τῆς ὁποίας εἷς τὸ τυχὸν σημεῖον χεφ({) ἀντιστοιχεῖ καὶ µία συνάρτη- 


ρα --- 


σις τὸ διαφορικὸν τῆς { εἰς τὸ χεθ(Β). Αὐτὴν τὴν συνάρτησιν συµμβολί- 
ζομεν μὲ ἀχ καὶ τὴν καλοῦμεν διαφορικὸν τῆς {, ὕτοι : 
Φ(ῦοχ “Ὁ-- ἁῑ(χ) 

Ἡ γεωμετρικὴ ὀρμηνεία τοῦ διαφορικοῦ δίδεται ἀπὸ τὸ κατωτέρω 
σχῆμα. 

Ἐὰν (γ) τὸ διάγραµµα τῆς { ὡς πρὸς τὸ ὀρθογώνιον σύστημα ἀξόνων 
μὲ ἀρχὴν τὸ σημεῖον Μ (ξ, {{8)), εἰς τὸ ὁποῖον ὑπάρχει ἡ παράγωγος τῆς {. 
Ἡ ἐξίσωσις τῆς ἐφαπτομένης εἰς αὐτὸ εἶναι Υ -- Ε(Ξ)Χ καὶ ἐκφράζει τὴν 
συνάρτησιν ποὺ εἶναι τὸ διαφορικὸν τῆς Ε εἰς τὸ ξεφ({[). Ἔχομεν εὐκόλως, 

τι: (ΗΘ) -- Γ(8).εΞ- μὲ τὴν τιμὴν τοῦ ἀῑίξ). 


Υ 


Παρατηρήσεις 


3) Προσέξατε, ὅτι μεταξὺ τῆς παραγώγου τῆς [ εἰς τὸ σημεῖον χΧΞ- 
ΞΞξεῶ([) καὶ τοῦ διαφορικοῦ αὐτῆς εἰς τὴν θέσιν κΞξ-ξεφ(Ώ) ὑπάρχει οὐσιώ- 
δης διαφορά, διότι ἡ μὲν παράγωγος Γ΄(ϐ) εἶναι ἕνας πραγματικὸς ἀριθμός, 


ἑνῷ τὸ διαφορικὸν κὸν εἰς τὸ ἠσιοα τοῦτο εἶναι µία συνάρτησις (ἤ αντῖστοι- 
χος) καὶ ἐπομένως τὸ ἀίζξ) δὲν εἶναι µία σταθερά. 

2) ᾿ Η εὐθεῖα Υ -- Ε’(Β)κ εἶναι παράλληλος 1 πρὸς τὴν ἐφαπτομένην τοῦ 
διαγράµµατος τῆς { εἰς τὸ σημεῖον κ -- ξεφ(Ώ. 

3) ᾽Απὸ τὸ σχῆμα παρατηροῦμεν, ὅτι ἂν ἡ ἀνεξάρτητος μεταβλητὴ 


αὐξηθῇ ἀπὸ τῆς τιμῆς ἕ εἲς τὴν (ξ-Γε)εΦ(Ώ) (ε -Ὁ), τότε θὰ ἔχωμεν μίαν 


ἀντίστοιχον αὔξῃσιν τῆς συναρτήσεως {ἔ, ἡ ὁποία θὰ εἶναι: {{--ε) -- 


18) -- Δ {{ξ) (τὸ Δ Γδ) ἐκφράζει συμβολικῶς αὐτὴν τὴν μεταβολἠν) καὶ 
μα πμ με ο Ετος ο σος κι ο ΡΕ  “«6« ”ο.-- 
ἔχομεν : ΔΣ) -- (ΗΘ)-Ι(ΘΜ) -- Γ(Θ.ε-(ΘΜ). ᾽Αλλὰ ἂν τὸ ε ληφθῆ πο- 


-οάβῆς--- 


λὺ μικρό, τότε τὸ (ΘΜ δύναται νὰ θεωρηθ ελητέον ἑνώπιον τοῦ Ε΄ 
καὶ ἑπομένως δυνάµεθα νὰ λάβωμεν κατὰ προσέγγισιν τὸ Φ{Ε) -- [6).ε, 
ποὺ σηµαίνει, ὅτι διά µίαν περιοχὴν τοῦ ἕἔ τὴν (ξ---ε, ἔ--ε) (μὲ ε 5» 0) 
δυνάµεθα νὰ ἀντικαταστήσωμεν τὴν καμπύλην διὰ τῆς ἐφαπτομένης της 
εἰς τὸ σημεῖον τοῦτο, 

4) Εϊναι φανερὸν ὅτι τὸ ἆχ δὲν ἐξαρτᾶται ἐκ τοῦ Χ, ἀφοῦ ἆχ -- 1.8. 


πα 5 [() καὶ οὕτω κατα- 


5)  Ἐπειδὴ ἁ[(κ) -- Γ’(94χ, θὰ ἔχωμεν : 


με ᾱ ωμοκμσοκὰ μα μδ---- κὰ 
φαίνεται διατὶ καὶ ὁ συμβολισμὸς τῆς παραγώγου μὲ τὸν ώς ἄνῶ τρόπον. 


ϐ) ᾿Εὰν αἱ συναρτήσεις καὶ { εἶναι παραγῶγίσιμοι εἰς τὸ σημεῖον 
κΞξ ξεῶ([ι, {). τότε προφανῶς θὰ ἰσχύουν : 


ο ο ο μα. ο στα ας ο ο... . 
4. ]ά(ομίι(ο) Ί-ομί(κ)] Ξξ οιά{ι(κ) -|-ουά[ο(χ), (οι, ο, σταθεραὶ ἓν Ε) 


α[Πιοῦ ο] -- ποθάνῦΓάι(Θ ] 


ὴ 
 β ο) ΗΕ ΜΜΕ (ὑποτίθεται (κ) σἁ 0). 
ας 


{ο(α) [ο] 


.. Ἐὰν ἡ συνάρτησις { εἶναι παραγῶγίσιµος εἰς τὸ Χ καὶ ἡ συνάρτησις {ἔι 
εἶναι παραγωγίσιµος εἰς τὸ {9(κ) ἐσωτερικὸν σημεῖον τοῦ Φ({1), τότε θά 
ἔχωμεν : Ἰά[Πι(ἴο(κ))] Ξ α΄ Πο (κ)]άῑο(ς) -- Εν [εκ] (άχ. 


ς 


3. Ἐὰν ἡ συνάρτησις ἓ μὲ τύπον ΥΞ-{Χ) εἶναι γνησίως µονότονος καὶ 


συνεχὴς εἰς ἕνα διάστηµα Δ καὶ ἔχει παράγωγον εἲς τὸ ἐσωτερικὸν 
σημεῖον ἕ τοῦ ΑΔ οὕτως ὥστε Εξ) 5- 0, τότε θὰ ἰσχύη : 


ἀν -- Ε(ξ]ὰχ καὶ ἆἁκ -- 


πρωτ 
πο Ὁ 

᾿Απόδειξις, Ὑπάρχει, ὡς γνωστόν, ἡ ἀντίστροφος τῆς { καὶ εἶναι 
κΞ ΓΙ(γ) καὶ ἔχει παράγώγον εἰς τὸ ΓΣ), τότε ὅμως θὰ ἰσχύῃ : 


ιν οτο 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ. Νὰ εὑρεθοῦν τὰ ἀκύλουθα διαφορικά : 
1) ἀ9χ” --4χ” --- 1) 2) ἆημκ 3) ἀἱορχ 4) ἀῑορ(χ” 1) 


᾿Απάντησις. 1) ἀ(3χ5 --ἀχὲ --- !) -- 4(3χ9) -|-ά(4 κ) --- 4ἰ -- θχῖάκ--δχάχ -- (9χ"-θχ)άκ 
2)  «ημχ Ξ- συνχὰκ 
αχ 
3) ἀἶοαχ -- απ 
ἁ(1 κ) 2κάκ 


ο μας οὐαττ. 


ο 


12. 13 Ὑπερθολικαί συναρτήσεις 


Ὀρισμός. Παλοῦμεν ὑπεοβολικὰς συναρτήσεις (ἡμιτόνου, συνηµιτόνου, 
ἐφαπτομένης καὶ συνεφαπτοµένής) τὰς συναρτήσεις τὰς ὁριζομένας ἀντι- 


δ. 4 Ν ο” 3 ΄ / μ αν 
στοίχως ὑπὸ τῶν ἀκολούθων τύπων (καὶ συμβόλων): 


Πο) τς δἰπβα Ξ- άμα λα σε 
« 
Σἱ 


μία) εσεις ο 


το 
εν ἐς πυεΗ 


χ 


ω ο” 
Γαία) -- Τε -- -ς ιτ ααετ ντε Ὑοίληκ ν” 


τε 
ος 28. ρα -Ὑσίνμκ ὃν 
Ἰα(α) Ξ- ερ] -- ρε σσεβὶ --- (0ὴ 
Διά τὰς συναρτήσεις αὐτὰς ἰσχύουν τὰ ἁκόλουθα : 


Α οοδίέχ ---οἰπιίχ 1 


. οἰπα(κ-ΕΥ) Ξ- δἰηχ «05ΗΥ -Ι-οοσίιχ θἵπΥ 


», (οοδίιχ -|-5ἰπαχ)" ξ οο»µ(νχ) --κἰπμ(νχ) 5 ο Σ|νΞ90.1:2.... 


ας 
2 
3. οοδΗ(χ-|-Υ) Ξ- ουδΗχ ϱ05ΗΥ -|-οἰπχ 5ἱηΙγ 
4 
5. οοδΙΙ2χ -- οἰπ]ὸκ-|-οοδῃ”χ 
6 


» δἱπ]2χ -- 25ἱη]ιχ ο05Ηςχ 


κο ο» ο... 


05 κ-» ειν κ 


ἃα)κ - Εάν 


να» δζσφῷν 


/ αχ --ᾱν 9 κ αν Ὁ 
᾿Αποδείξεις. 1) Ἔχομεν οοκΏῖκ --- εἰπΗῖχ -- { νο ) 4 : -ᾱ Ξ- 


ον ο 2 
. ών δωας ων --θλε.- αι τα . - 1 
κα ο τ : τρ 
χ ρα-κ Υ --' Χ -χ 
2, δΙΠΗΧ ο05ΗΥ --οοδΏχ 5ἰπΏΥ -- Ξ 5 ὦ κ. .. Ξ-- ωμό . η 
ο) ---ἐ-' οὖσν---ᾱα-ὖ -- 3 

σας ποσα πι -- οἰπΙ(κΥ). 

3. Ὁμοίως. 


4. Διὰ ν Ξ 0 καὶ ν-- 1 προφανής. 
Ἔστω ὅτι ἰσχύει διὰ ν -- Κ, τότε: 


οΟξΗΚΧ-Γ δΙΠΗΚΧ -- (οοξδΗχ-|-δἰπηχ)ξ καὶ (οο5ΏΚχ--δἰπακκ) (οοςιχ-|-5ἰηχ) Ξ- 


οἳΣ -ἵ- ο-ἲχ οἵχ -- κ εἲ--ο-. , οἵ--ε- 


ο. κά 3 


/ 


) -- ϱΚς ϱἷ-- ος κ -- 


ος 46 --- 


ὧἃ ο οι. αν ντι -- οοδί(Κ- [κ -Ἱ- οἰπ(κ- Ι)κ -- 
(οοςίικ-|-θἰπασ)κ 11, 
6. οοςΗ(2χ) -- να. . (η (ο) - ϱοςθΗ.2χ-|-θἰπ]ιχ. 
7. Ὁμοίως. 


Β. Αἱ ὑπερβολικαὶ συναρτήσεις εἶναι συνεχεῖς ἑκάστη εἰς τὸ πεδίον 
ὁρισμοῦ της. 

Τοῦτο φαίνεται ἀμέσως ἀφοῦ ἡ συνάρτησις {{Χ) -- εἵ εἶναι συνεχἠς 
ΧχεΕ. 

α) Ἡ συνάρτησις {Π(Χ) -- οἰπῆκ εἶναι γνησίως αὔξουσα ἐπὶ τοῦ Ε 
καὶ ἰσχύουν τὰ ἀκόλουθα (εὐκόλως ἀποδεικνυόμενα). 


ιπιδιπῆχ -- --οο, Ππιδίιπῆκ Ξ- --οο καὶ πιδιπῆχ -- 0 
χ-» 9ο Χ------οο χ-νθ 


β) Ἡ συνάρτησις [(α) ξ- οοδἩκ εἶναι γνησίως φθίνουσα εἰς τὸ διά- 
στηµα (--ο, 0] καὶ γνησίως αὔξουσα εἰς τὸ διάστηµα [0, -- ο) καὶ ἰσχύουν 
τὰ ἀκόλουθα : 


ΙΗηςΟςΗΧ. -- -Γοο, Ππιοοδαχ «- --οο, Ππιουδῆςχ -- 1 
Χ.» [οο κ---οο Χ-νο 


Υ) Ἡ συνάρτησις Εκ(α) --- (ρῖκ εἶναι γνησίως αὔξουσα ἐπὶ τοῦ Εξ καὶ 
ἰσχύουν : 
Ππιρεῆκ -- 1 καὶ Ππιίρακ -- ---ἶ 


Χο» ου Χ.γ--οο 
ὃ) Ἡ συνάρτησις {{χ) Ξ- οἱρῃκ εἶναι γνησίως φθίνουσα εἰς τὰ διαστή- 
µατα {---.0, ϐ) καὶ (0, -|-ορ) καὶ ἰσχύουν : 
Ηπιοῖςκ -- 1, Ιπιοίρίκ -- ---ἶ, Ππιοίρῃκ -- --οο καὶ Ιἰπιοίρίικ -- ---οο 
χ.ν Ἔθο κ-»--Ὅο Χ-»ο0 κ-ν0--θ 
Τ. Τὰς παραγώγους τῶν ὑπερβολικῶν συναρτήσεων εὑρίσκομεν εὐκο- 
κολώτατα καὶ εἶναι αὐτοί : 


α) (διπησ)΄-- ο ο )- - .. -- οοδΏκ ΥΧεΕ. 
β) (οοδηα)΄-- πο «αυτη )- τος-- Ξ- οἰπῃχκ Ψχεξ. 
9 ον --( να ν - -.. ες ος 
ΜΗ Σ ( .. )--- - ο. να 


ο 


Δ. ᾽Αντίστροφοι τῶν ὑπερβολικῶν συναρτήσεων. 


α) Τῆς Ε(Χ) -- εἰπΏχ. Ἐπειδὴ ἡ { εἶναι συνεχἠς γχεξ καὶ γνησίως αὔ- 
ξουσα ἐπὶ τοῦ ΕΚ μὲ Κ({) -- Ε θὰ ὑπάρχη ἡ ἀντίστροφος αὐτῆς ἤ ὁποία 
θὰ εἶναι συνεχἠς καὶ γνησίως αὔξουσα ἐπὶ τοῦ Ε ἔχουσα πεδίον ὁρισμοῦ 
καὶ πεδίον τιμῶν τὸ ΚΕ. 

Ταύτην συμβολίζοµεν, ὡς καὶ διὰ τὰς τριγωνομετρικὰς συναρτήσεις 
χάριν ἁπλότητος µέ: Ατεϊηηκ Ξ- Υ. 

Ὁ τύπος τῆς ἀντιστρόφου συναρτήσεως τῆς Εἔι εὑρίσκεται ὡς ἑξῆς : 


-ᾱ 


Ἔχομεν: (ία) Ξξγ- κ παν. καὶ ἐπιλύομεν ὡς πρὸς εἴ. Λαμβάνομεν: 


2 
(εἳ)ὲ ---εἳ. --- Ι -- 0 καὶ ἐπομένως :εἲ -- Υ--νγ:-Ι-Ι5-0 (ἀφοῦ εἵ--0 ψχεβ). 
Ὥστε χ-- Ιοµ(ν - νγ5-ςΙ). 
Δι’ ἐναλλαγῆς δὲ τῶν μεταβλητῶν λαμβάνομεν τελικῶς τὸν τύπον τῆς 
ἀντιστρόφου: 
Υ -- Ατοϊηηκ -- Ιορίκ -- νχὲ-ΓΙ) νχεξ 
Ἡ παραγώγισις αὐτῆς εἶναι : 


(ΔεούπΗκ)΄ -- [ιορίκ-- ματι) -----ἶ 
κ 


νκὸ--] 


(κ-Ε νκὰ-ς!)΄ -- 


ο νεος --- ῃ ο. ΨΧεΕ. 
χι νχξι ( νχιί {ναι ; 
Β) Τῆς Πί--εορικ τν |. 


Ἐπειδὴ ἢ ἢω εἶναι συνεχἠς ΦΨχεξ. καὶ γνησίως φθίνουσα εἰς τὸ διά- 
στηµα (---ο, 0) ἐνῷ εἶναι γνησίως αὔξουσα εἰς τὸ διάστηµα (0, -|- οϱ) ἔπεται 
ὅτι θὰ ὑπάρχῃ καὶ ἡ ἀντίστροφος αὐτῆς εἷς ἕκαστον τῶν διαστημάτων 
αὐτῶν μὲ τὸ αὐτὸ εἶδος µονοτονίας. 

Τὴν ἄντίστροφον τῆς {, εὑρίσκομεν ὡς ἑξῆς : 

χ --- ᾳ-ᾱ 
2 
οἵ -- Υ-νγῖ--- 1 καὶ ἐπειδὴ ν Ἔ 1, θὰ εἶναι εἳ 2 0. 

Παρατηροῦμεν, ὅτι διὰ χ 3 0 εἶναι ϱἳ -Ξ 1, ἐνῷ διὰχ - 0 εἶναι 0««εἲςς 1. 
Ἐπειδὴ γ--νγὸ Γἶ 2 1 καὶ 0«Υ-- νγ.--ἶ- 1 θὰ ἔχωμεν: εἲ -- Υ-|- 
-ᾱ- γγ.--ἲ διὰ χ Ἔ 0 καὶ οἵ --υ --νγ.--ἶ διὰ κΞ 0. 

Ὁπότε κχ-- Ιορ(ν -|- ΥΎΣ- 1) διὰ χ30 καὶ κχ-- Ιοβ( ---νγ.-- ἴ) 
διὰ χ-« 0. 

Δι’ ἐναλλαγῆς δὲ τῶν μεταβλητῶν : 

Υ-- Ατοοζηκ -- Ιοσίκ -|- Υκὲ- μεἐχΈΞι 


Ἔχομεν: Υ Ξ ο 3 1. Ἐπιλύομεν ὡς πρὸς εἵ καὶ λαμβάνομεν : 


ο 


ὣς ἀντίστροφον τῆς Υ -- εοδηχ ἂνχ Ἔ 0 καὶ Υ -- Ατοοση -- Ιορίκ--- νχὲ 
μὲ Χ 3 1 ὥς ἀντίστροφον τῆς Υ -- οοδΗχ ἂν κ 0. 
Ὡς παράγωγον τῆς πρώτης εὑρίσκομεν : 


(ΑτοοςΗχ) -- [ιορίχ Ε ναξ-- 1)]΄ Ἕτ ια. Ἅλο 1! 
νχὸ 1 


καὶ τῆς δευτέρας : 
(Ατοοςησ)’ -- [ιοσίκ -νχλ--1)Υ ----- αν ΨΧΕεΕ ΣΧ »1 
ΎχΣ 1 
Υ) Τῆς {ῃ(κ) --- ἐβῖιχ. 'Ἐπειδὴ ἡ {9 εἶναι συνεχἠς καὶ γνησίως αὔξουσα 
ἐπὶ τοῦ Ε μὲ Είίς) Ξ- (--!, 1) ἔπεται ὅτι ὑπάρχει ἡ ἀντίστροφος αὐτῆς καὶ 
εἶναι ἐπίσης συνεχἠς καὶ γνησίως αὔξουσα εἰς τὸ διάστηµα {(---ἰ. 1). Ἡ 


ἀντίστροφος τῆς γ-- ας εὑρίσκεται ὡς ἑξῆς: ᾿Επιλύομεν ὡς πρὸς 
χ Α΄ ἁ. ΄ ο. 2χ 1-ΓΥ Δ ν 
ϱἳ καὶ εὑρίσκομεν: εἲ - Γμο καὶ ἐπειδὴ --ἶ «Υ «1 εἶναι: 
1-γ Ενας; 1 1 -ΓΥ 
αν ο ος ελα ώς δν 
εἰ Ξε , 3» 0, ὁπότε χ 2 1ος μι 


Καὶ δι’ ἐναλλαγῆς τῶν μεταβλητῶν ἔχομεν ὡς ἀντίστροφον τῆς ἔε(χ) -- 
Ξ- ἱρῃκ ΨΧεΕ τήν: 


ή ΨΧεΒ :--ἰ«κς]Ι. 


Ατίρικ -- Έα 


2 1ορ 


Ἡ παράγὠγος αὐτῆς εἶναι : 


(Ατιρ]ικ)’ -- σπα 0 γχεξ:-- ἰ-«χ«]. 


δ) Τῆς {{Χ) -- οἱρῃχ. ᾿Ἐπειδὴ ἡ ἔ, εἶναι συνεχἠς εἰς τὰ διαστήµατα 
(--ο», 0) καὶ (0, -|- οϱ) καὶ γνησίως φθίνουσα εἲς αὐτὰ μὲ Ε({/) Ξ- (---οο, ---1), 
ἀντιστοίχως Ε/(ῑ Ξ- (1, --σο), ἔπεται ὅτι ὑπάρχει ἡ ἀντίστροφος τῆς ἔ 
εἶναι συνεχἠὴς καὶ γνησίώς φθίνουσα εἰς τὰ διαστήµατα (--οο, ---]) καὶ 
(1, --οο). Ἡ ἀντίστροφος αὐτῆς εἶναι : 

] 


- 
Ατοϊσηκ -- τν 1ος ο Ψχεξ :--οο «χΧς--] καὶ ]«κχ-«-Γ-οο. 


Καὶ ἡ παράγωγος εἶναι: 
1 


(Ατοιβαχ) -- --- Ενω 0 ΨχεξΚ :---οο «Χχ«--Ι καὶ ἱ«κ-ς--οο. 


σος Δ9 . 


12.14 Τά δεµελιώδη δεωρήµατα τῶν παραγωγισίµων συναρτή- 


σεων (ἤ τοῦ Διαφορικοῦ λογισμοῦ) 


Κατωτέρω ἀναφέρομεν τὰ βασικἁ θεωρήματα τῶν παραγωγισίµων 
συναρτήσεων ἐπὶ τῇ βάσει τῶν ὁποίων καταφαίνεται σαφῶς ὁ τεράστιος 
ρόλος τῆς παραγώγου εἰς τὴν λεπτομεριακὴν µελέτην τῶν συναρτήσεων. 
Ἐπειδὴ ἡ ἐφαρμογὴ τῶν θεωρηµάτων αὐτῶν ἀπαιτεῖ ἐξαιρετικὴν προσοχὴν 
θὰ πρέπει νὰ τὰ προσέξωµεν πολὺ μὲ τὰς παρατηρήσεις τῶν διὰ νὰ μὴ 
ὑποπίπτωμεν εἲς ἐσφαλμένα συμπεράσματα. 


Θεώρημα 1. Θεώρημα τοῦ Εο]ιε 


Ἐὰν ἡ συνάρτησις ! εἶναι συνεχἠὴς ἐπὶ τοῦ κλειστοῦ διαστήματος 
ία, β] καὶ παραγωγίσιµος τουλάχιστον εἰς τὸ ἀνοικτὸν διάστηµα (α, β) 
καὶ ἐὰν {{α) -- Ι(β), τότε ὑπάρχει ἕνα τουλάχιστον ξεία, β) οὕτως, ὥστε 


(Θ-υ. 


᾿Απόδειξις. Διακρίνομεν δύο περιπτώσεις : 


α) ἡ Τ εἶναι σταθερὰ ἐπὶ τοῦ [α, β], καὶ 

β) ἡ { νὰ μὴν εἶναι σταθερὰ ἐπὶ τοῦ [α, β]. 

Εἰς τὴν πρώτην περίπτωσιν κατὰ τὴν ὁποίαν ἡ Γ εἶναι σταθερὰ ἐπὶ 
τοῦ [α, β] καὶ προφανῶς συνεχὴς ἐπ᾽ αὐτοῦ, θὰ ἔχωμεν: Απ) -- Πα) - 
Ξ- [{β) Ξ ο ἂν [χ) -- ο καὶ τοῦτο ψχεία, β]. 

"Ἡ παράγωγος τῆς Ε εἰς τὸ (α, β) ὑπάρχει Ψψχεία, β) καὶ εἶναι, ὡς γνῶ- 
στόν, ΓΕ) Ξ- 0 νχεία, β). 

Ἑπομένως ὑπάρχει ξεία, β) οὕτως, ὥστε 1΄(5) -- 0, (προφανῶς 
ψξεία, ϱ)) καὶ ἡ πρότασις ἰσχύει. 

Εἰς τὴν δευτέραν περίπτωσιν κατὰ τὴν ὁποίαν ἡ { δὲν εἶναι σταθερά 
ἐπὶ τοῦ [α, β], ἀλλὰ εἶναι συνεχἠς ἐπ᾽ αὐτοῦ καὶ ἰσχύει ἴα) --- {Π{β), θὰ 
ὑπάρχει ἕνα τουλάχιστον χεία, β) οὕτώς, ὥστε Πχ)» Πα)Ξ{Πβρ η 9 - 
«[α) -- {β), ἀφοῦ ἡ Ε δὲν εἶναι σταθερὰ ἐπὶ τοῦ [α, β]. 

Ἔστω ὅτι εἶναι ἔχ) -- Γα) ΞΞ- Πβ), (1). 

Ἐπειδὴ ἡ Εἔ εἶναι συνεχἠς ἐπὶ τοῦ [α, β], θὰ ὑπάρχη ἕνα τουλάχιστον 
ξε[α, β], εἰς τὸ ὁποῖον ἡ ἔ λαμβάνει τὴν µεγίστην τῶν τιμῶν της καὶ ἔπο- 
µένως: ΠΕ) -- πιαχί(χ), ἤτοι: {{δ) Ξ κ) νχε[α, β], καὶ δυνάµει τῆς (4) 
εἶναι ξ σ-α καὶ ἔ θά β, ἄρα ξεία, β). 

Ἐπειδὴ α Ἑ χ Ξ β, τότε: 


ἂν ἔ «κ β, θὰ εἶναι : σε δα καὶ 
Χ ---- 
ἂνα εχ ς ἔ, θὰ εἶναι : σε Ἡο 
Χ ---- 


᾽Αλλὰ ἐξ ὑποθέσεως ὑπάρχει ἢ παράγωγος τῆς Ε εἰς τὴν θέσιν χ -- ξεία, β) 
καὶ ἐπομένως ὑπάρχει καὶ τό: 
ΙΡ μι μμ μον ο. νε ἴ(δ 
κνδ Χ--- κωξτο Χ--δ κωξ-ο  Χ--- 
καὶ δυνάµει τῶν προηγουμένων σχέσεων θὰ εἶναι : 


πα, ος ων αο καὶ νι σος 
κο κχ--ξ κνξ-ο. Χ--ξ 


τὸ ὁποῖον σηµαίνει: [8 --ο0. 
Ὁμοίως ἐργαζόμεθα ἂν {α) «:ἴα) -- Πβ). 


Παρατήρησις 1. Αἱ γενόµεναι ὑποθέσεις διὰ τὴν ἰσχὺν τοῦ θεωρήµα- 
τος τοῦ Κοίΐε, ἤτοι αἲ : 


α) Ἡ { συνεχἠς ἐπὶ τοῦ [α, β] 
β) 'Ἡ { παραγωγίσιµος τουλάχιστον εἰς τὸ (α, β) 
Υ) ἴα) -- ΠΡ), 


καλοῦνται συνθῆκαι τοῦ Κος. 


Παρατήρησις 2. Οὐδεμία τῶν συνθηκῶν τούτων δύναται νὰ παραλειφθῆ 
κατά τὰς ἐφαρμογάς, διότι εἶναι δυνατὸν νἁ ὁδηγηθῶμεν εἰς ἐσφαλμένα 
συμπεράσματα, ὡς ἀποδεικνύουν τὰ ἀκόλουθα παραδείγματα : 

α) Ἡ συνέχεια τῆς Ε ἐπὶ τοῦ [α, β] δὲν δύνοται νό παραλειφθῆ. 

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1. Ἔστω ἢἡ συνάρτησις ἓ μέ: 

[ : --2 ἂν χ(θ, 1] 


{α) --έ 
ἱ [] ἂν κ -- 0. 


Νά ἐξετασθῆ ἂν ὑπάρχη ξείθ, 1) οὕτως, ὥστε { (ξ) -- 0. 


᾽Απάντησις. Ἡ συνάρτησις εἶναι κατ’ ἀρχὴν ἐντελῶς ὠρισμένη εἰς τὸ κλειστὸν 
διάστηµα [0, 1]. 

Ἐξετάζομεν ὃν εἶναι συνεχἠς ἐπὶ τοῦ [0, !]. 

Πρὸς τοῦτο ἐξετάζομεν τὸ Ιπιί(χ) ἂν συμπίπτη μὲ τὸ {(0) -- 0. 

κ. 0-0 
ώ : : 2 
Έχομεν Ππι[(χ) -- Ἰπι (---) -- «Εοο. 
Χ-ν00 κ.νθοὶ Χ / 

Ἐπομένως ἢ { δὲν εἶναι παντοῦ συνεχἠς ἐπὶ τοῦ [0, 1]. διότι εἶναι ἀσυνεχὴς εἰς 
τὴν θέσιν χΞΞ 0. 

Παρατηροῦμεν, ὅτι ἰσχύει (0) -- 1) --0. 


δι ος ο πι ος : 3 ; Ξ 
Εὑρίσκομεν τὴν Ε΄), ἡ ὁποία εἶναι Γ( - κ ψχείθ, 1) καὶ προφανῶς εἶναι 


Γ09 5- 0 νχεί(θ, 1), ἤτοι δὲν ὑπάρχει ξε(θ, 1) οὕτως, ὥστε [(ἔ) -- 0 καὶ τὸ συμπέρασμα 
τοῦ θεωρήματος δὲν ἰσχύει. 


ας 


Ὥστε ἡ ὑπόθεσις τῆς συνεχείας τῆς Ε παντοῦ ἐπὶ τοῦ [α, β] δὲν δύναται νά παρα- 
λειφθῆ. 


β) Ἡ ὕπαρξις παραγώγου τουλάχιστον εἰς τὸ (α, β) δὲν δύναται νἁ 
παραλειφθῆ. 


3 
ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2. Ἔστω ἡ συνάρτησις { μὲ (κ) - κ χδ--ἲ καὶ μὲ ία. Ρ) -- [---ἴ, 1]. 
Νά ἐξετασθῆ ὃν ὑπάρχη ξε(--ἲ, 1) οὕτως, ὥστε Ε(8) -- 0. 


᾽Απάντησις. Προφανῶς ἢ Ε εἶναι παντοῦ ὠρισμένη ἐπὶ τοῦ κλειστοῦ διαστήματος 
[---ἰ, “ΙΙ. Ἠπίσης ἡ [ εἶναι παντοῦ συνεχἠς ἐπὶ τοῦ [--!, 1]. ᾿Επίσης εἶναι: (1) -- 
Ξ-{---!) -- 0. 

Ἐναπομένει νὰ ἐξετάσωμεν ἂν ὑπάρχη ἣ παράγωγος αὐτῆς τουλάχιστον εἰς τὸ 
(--τ, 1). ᾽Αλλὰ ἢ παράγωγος τῆς Γ εἲς τὴν θέσιν χ Ξ- 0 δὲν ὑπάρχει. 


3 
Πράγματι: Ίίπι ασ. Ἱπα (νο) ου ον ορ Ύκὶ 


κ.»04ο Χ--θ κ. »03-0 χ---0 κ.»0-0 Χ 
1 : 
-- μπι στο τν καὶ σα κ ο καὶ ο αν, 
ΣΧ.» χ.-»0---0 πεί 
ν κ 
3 ς 2Υ΄ 2 1 
. τὸ 2 πα 2 --ᾱ- 2 
ο ωρς --σ-κ ὁ θα  νχεΕ μὲ κ-0. 
3νκ 


Εἶναι ἑπομένως Γ0) -Α0 ψχεί--Ι, 1) καὶ ἄρα δὲν ὑπάρχει ξε(--ἰ, --ἰ) οὕτως, ὥστε 
{(8) -- 0 καὶ τὸ συμπέρασμα τοῦ θεωρήματος δὲν ἰσχύει. 

Ὥστε ἡ Τ εἶναι παραγῶγίσιμος τουλάχιστον ἐπὶ τοῦ (α, β) δὲν δύναται νἁ παρα- 
λειφθῆ. 


γ) Ἡ ὑπόθεσις {{α) -- {{β) δὲν δύναται νὰ παραλειφθῆή. 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3. Θεωροῦμεν τὴν συνάρτησιν { μὲ ἔα) -- 2χΧ" καὶ ία, β] -- [1. 2. 
ἸΝὰ ἐξετασθῆ ἂν ὑπάρχη ξε(α, 2) οὕτώς, ὥστε { (60. 

᾽Απάντησις. Προφανῶς ἡ Ε{ εἶναι παντοῦ ὡρισμένη ἐπὶ τοῦ [1, 2] καὶ παντοῦ συνε 
χὴς ἐπ) αὐτοῦ. 

Ἐπίσης ἡ { παραγῶγίζεται παντοῦ ἐπὶ τοῦ (1. 2) καὶ η παράγωγος αὐτῆς εἶναι : 
{00 -- δχὸ ψχε(!, 2), ἀλλὰ δὲν ἰσχύει : {(1) ς- Γ2) ἀφοῦ {1) -2 532 - (2). 

ἩΠροφανῶς εἶναι Γ9) 50 νχε(Ι,2) καὶ ἑπομένως δὲν ὑπάρχει ξε(Ι, 2) οὕτως, 
ὥστε Ε’(8) -- 0, τὸ συμπέρασμα τοῦ θεωρήματος δὲν ἰσχύει καὶ ἡ συνθήκη {α) -- {(β) 
δὲν δύναται νἁ παραλειφθῆ. 


Παρατήρησις ὖ. Παρακολουθήσατε τώρα τὸ ἀκόλουθον παράδειγµα, 
τὸ ὁποῖον διαφέρει τοῦ προηγουμένου κατὰ τὸ ὅτι : [α, β] --- [---Ι, 2]. 

Ἔχομεν δηλαδὴ {α) -- 2χ3 καὶ [α, β] -- [--Ι, 2]. Συµφώνως πρὸς τὰ 
ἀνωτέρω ἡ µόνη συνθήκη ἡ ὁποία δὲν πληροῦται εἶναι ἢ {{α) -- {β), διότι 
ἐδῶ {---{) -- 2 καὶ {{2) Ξ- 32, ἀλλὰ ὑπάρχει ξεί--1, 2) οὕτως, ὥστε Ε(ἕ) -- 0, 
Ἡράγματι {(α) -- δχὸ καὶ διὰ κ«Ξ ξ-0 εἶναι: (8) -- Τ() --0. 

Τοῦτο ἀποδεικνύει, ὅτι ἂν παραλείψῶωμεν µίαν τῶν συνθηκῶν, εἶναι 


ος δις - 


δυνατὸν νὰ μὴν ὁδηγηθῶμεν εἰς ἄτοπον, πρᾶγμα τὸ ὁποῖον σημαίνει, ὅτι αἴ 
συνθῆκαι τοῦ Κο]ε εἶναι ἱκαναί, ὥστε νὰ ὑπάρχη δξεία, β) μὲ Γ(9--0, 
ὄχι ὅμως καὶ ἀναγκαῖαι. ο 


Παρατήρησις 4. Τὸ θεώρημα τοῦ Εοίίε ἔχει ἐφαρμογὴν καὶ ἀκόμη, 
ὅταν διὰ κάποιο Χρ ἐσωτερικὸν σημεῖον τοῦ (α, β) ἡ παράγωγος εἲς τὴν θέ- 
σιν Χ-Ξ- χµεία, β) ἀπειρίζεται. Αὐτὸ συμβαίνει, διότι οὐδεὶς περιορισμὸς 
ὑφίσταται διὰ τὴν παράγωγον εἰς ὅλα τὰ σημεῖα τοῦ (α, β), ἀρκεῖ ἡ ἓ νὰ 
εἶναι συνεχἠς ἐπὶ τοῦ [α, β], ἀφοῦ ὁ ἀπειρισμὸς τῆς παραγώγου εἰς ἕνα ση- 
μεῖον χρεία, β) ἐκφράζει ἁπλῶς ὅτι ἡ ἐφαπτομένη τοῦ διαγράµµατος τῆς ἕ 
εἷς τὸ σημεῖον τοῦτο εἶναι παράλληλος τοῦ ἄξονος τῶν Υ. 

δΣηµείωσις : Κατωτέρω μετὰ τὴν γεωμετρικὴν ἑρμηνείαν τοῦ θεωρήµα-- 
τος τοῦ Εοῖὶο ἀναφέρομεν καὶ ἄλλα παραδείγματα, εἲς τὰ ὁποῖα δὲν ἔφαρ-- 
µόζεται τὸ θεώρημα, μετὰ τῆς γραφικῆς τῶν παραστάσεως. 


12. 15 Γεωμετρικἠ ἑρμπνεία τοῦ Θεωρήματος τοῦ Εοῖε µετά τῶν΄ 
σχετικῶν παρατηρήσεων. 


Ἡ συνάρτησις ἕ μὲ {{Χ) Ξ- ς ψχε[α, β] ἔχει διάγραµµο τὸ εὐθύγραμμον' 
τμῆμα ΑΒ, τὸ ὁποῖον εἶναι παράλληλον πρὸς τὸν ἄξονα τῶν χ. 'Επειδὴ, 


Ί 
μ[ΣΕ(5)} 


αν 


ΜΗ ος 


{α)-{(β) Γ----ι----υ-υ-υ-υο.ἲ.ὴ 
͵ ἥ ἤ 
! | 
' { 3 


Γ() -- 0 νχε]α, β], ἔπεται ὅτι ἡ ἐφαπτομένη τοῦ διαγράµµατος τῆς ἓ εἶναι. 
παράλληλος τοῦ ἄξονος τῶν Χ εἷς κάθε σημεῖον χεία, β) (συμπίπτει μὲ. 
τὴν ΑΡ). 

ἘἙϊὶς τὴν περίπτωσιν κατὰ τὴν ὁποίαν ἡ Ε δὲν εἶναι σταθερἀ ἐν {[α, β], 
τότε τὸ διάγραµµα τῆς Ε εἶναι µία «συνεχἠς» γραµµή, ἡ ὁποία ὀἀναχωρεῖ' 
ἀπὸ τὸ σημεῖον Αα, {{α)] καὶ καταλήγει εἰς τὸ σημεῖον Β [β, Πβ)]. Εἰς 
κάθε σημεῖον τῆς γραμμῆς μεταξὺ τῶν Α καὶ Β ὑπάρχει καὶ µία ἐφαπτο- 


μωδῶ χεις 


µένη, ἓν γένει ὄχι παράλληλος, τοῦ ἄξονος τῶν Υ. Τὸ θεώρημα τοῦ Εοῖο - 
μᾶς πληροφορεῖ ὅτι ὑπάρχει τουλάχιστον ἕνα σημεῖον τῆς γραμμῆς (διά- 


ἀφαπτομένη τῆς γραμμῆς εἶναι παράλληλος τοῦ ἄξονος τῶν κ. Εὐκόλως 
ἀντιλαμβανόμεθα ὅτι δὲν εἶναι καὶ τὸ µοναδικὀν, 


ΠΑΡΑΔΕΙ ΜΑ 1. Ἡ Ε μὲ ΠΧ) -- κὸ--- 4χ-Ε3 καὶ «)(8) -- Ἑ εἰς τὸ κλει- 
στὀν διάστηµα [1, 3] εἶναι προφανῶς συνεχἠς καὶ παραγωγίσιµος ψχε(1, 3) 
μὲ Γ (9) -- 2χ---4 καὶ Π1) -- 43) -Ξ 0, 

Εἰς τὸ διάστηµα αὐτὸ τὸ σημεῖον ἔ εἶναι µοναδικόν, διότι {()--0 ---- 
Εα αρ, 

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2, Ἡ { μὲ Γκ) -- χὸ--χ εἶναι συνεχἠς καὶ παραγῶγί- 
σιµος ΨχΧεξΕ. Εἰς τὸ διάστηµα [--1, 1] εἶναι: {---!) -- (1) --0 καὶ ἐπειδὴ 
ΓΕ) -- 3χὸ ---ἶ, ὑπάρχουν δύο σημεῖα ξι, ξε ε(---Ι, --1), ὥστε ΓΕ) Ξ0 


α ] 
καὶ Ε(ἔρ) -- 0, εἶναι τὰ ἕι κ------- καὶ ἕν -- -|- 


3 


ΜἩ προὐπόθεσις τῆς συνεχείας εἰς τὸ [α, β] εἶναι ἀπαραίτητος διὰ 
τὴν ὕπαρξιν τοῦ ξεία, β). 

Εἰς τὸ πρῶτον σχῆμα ἦ συνάρτησις εἶναι αὔξουσα εἰς τὸ [α, ἔ], ἄσυνε- 
χὴς εἰς τὸ ἕ, καὶ φθίνουσα εἰς τὸ [ξ, β]. 

Εἰς τὸ δεύτερον σχῆμα φαίνεται ὅτι ἢ συνέχεια εἰς τὰ ἄκρα α, β εἶναι 
ἀπαραίτητος. 

͵ ς. 

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3. Ἔστω ἡ συνάρτησις Εἔ μὲ Πχ) -- | μολ . νά -- 
καὶ ἴσχύει {1) -- 2) -- 0 καὶ εἴναι συνεχἠς εἰς τὸ (1, 2], ὄχι ὅμως καὶ 
εἰς τὸ [1, 2] καὶ τὸ θεώρημα τοῦ Εοῖΐε δὲν ἔχει ἐφαρμογήν. 

.Ἡ προὐπόθεαις τῆς ὑπάρξεως παραγώγου εἰς τὸ ξεία, β) πεπερασµένης 
ἢ καὶ ἀπείρου εἶναι ἀἁπαραίτητος. Ἑϊς τὸ πρῶτον σχῆμα τὸ διάγραµµα 


Ξεαδαι 


τῆς Ε ἔχει διὰ µίαν τιμὴν κ «- ξεία, β) ἐφαπτομένην παράλληλον πρὸς τὸν 
ἄξονα τῶν Υ καὶ εἷς τὸ δεύτερον σχῆμα αἱἵ ἐφαπτόμεναι σχηματίζουν 


γωνίαν καὶ ἑπομένως δὲν ὑπάρχει ἡ παράγωγος τῆς Ε εἲς τὸ ξ. Οὕτως ἂν 


{κ) -- | 


Χ-- 1 ἂν χε[1, 2] 

ὃ-- χ ἂν χε[ὃ, 2] 

δὲν ὑπάρχει ἡ παράγωγος εἰς τὴν θέσιν κ -- 2 καὶ τὸ θεώρημα δὲν ἔχει 
ἐφαρμογήν. 

᾽Αντιθέτως, ἢ ὕπαρξις παραγώγου εἰς τὰ ἄκρα δὲν εἶναι ἀπαραίτητος, 
ὡς δεικνύει τὸ τρίτον σχῆμα, ἀναφερόμενον εἰς τὴν συνάρτησιν Γ μὲ {α) -- 
-- 1 ---κὲ καὶ μὸ διάστηµα τὸ [--], 1]. Ὑπάρχει ἐδῶ ἕεί--Ι, 1) οὔ- 
τῶς, ὥστε {(ξ) -- 0 εἶναι τὸ ἕ -- 0, ἑνῶ αἱ παράγῶγοι, εἰς τὰ ἄκρα ἀπει- 
ρίζονται, 

Τὰ κατὠτέρω σχήματα δεικνύουν, ὅτι αἱ συνθῆκαι τοῦ Εοιίε εἶναι ἵκα- 
ναί, ὄχι ὅμως καὶ ἀναγκαῖαι διὰ τὴν ὕπαρξιν τοῦ ξεία, β) οὕτως, ὥστε 
((Θ -υ. 

Τὸ θεώρηµα τοῦ Εοᾗε ἐφαρμόζεται ἀκόμη καὶ ὅταν διὰ τὴν συνάρτη- 
σιν { ἰσχύουν : ' | ο 


ο. ἣ ἓ ὥρισμένη καὶ συνεχἠς ἐπὶ τοῦ [α, -|-οο) ἢ (--,οο, β], 
2) Ἡ Ε’ ἐντελῶς ὡρισμένη ἐπὶ τοῦ (α, -|-σρ) ἢ (---ο, β) 


ας ο 


ες 
( 3) Κα) ΞΞ 0 καὶ τὸ Ππιί(χ) -- 0 ἢ {Πβ) -- 0 καὶ ἱιπιί(κ) -- 0. 
ν Χ. τοῦ 


Χ..»---οο 
Ταῦτα γίνονται ἁμέσως φανερὰ καὶ ἐκ τῶν κάτωθι σχημάτων. 


12. 16 Θεώρημα τῆς µέσης τιµῆς (1/4Ρ:4ηρθ) 

Ἐὰν ἡ συνάρτησις ἓ μὲ «Ό(Ώ -- ία, β| εἶναι συνεχἠς ἐπὶ τοῦ [α, β] καὶ 
παραγωγίσιµος τουλάχιστον εἲς τὸ (α, β), τότε ὑπάρχει ξεία, β) οὕτως, ὥστε: 
ὸ 1(β) -- Ι(α) 

ο 
β--α 


᾿Απόδειξις. Πρὸς τοῦτο θεωροῦμεν τὴν συνάρτησιν { μὲ τύπον: 


--56-- 


ε(Ω --Πα- {8 Γά--ὦ ο. ἴῷ καὶ µε Φ({) -- Φ (0 -- [ω β]. 


Ἡ συνάρτησις { πληροῖ τὰς αμα τοῦ Εοῖΐς διότι : 

α) Εἶναι συνεχἠὴς ἐπὶ τοῦ [α, β] ὡς ἄθροισμα συνεχῶν συναρτήσεων. 

β) Ὑπάρχει ἡ παράγωγος αὐτῆς ἢ ὁποία εἶναι : 

| {(β) -- Μο) 
β--α 


Γιο) ----ἕ-σθ -- Ψχεία, β) 


Υ) πα) -- Π(β)--0 
καὶ ἑπομένως ὑπάρχει ξεία, β) οὕτως, ὥστε : 


β-- 


ο ο ο ο ο Κο κα 


Σηµείωσις. Τὸ θεώρημα λέγεται καὶ «θεώρημα τῶν πεπερασμένων. 
αὐξήσεωγ». 


12. 17 Γεωμετρικἡ ἑρμπνεία τοῦ δεωρήµατος 


Τὸ διάγραµµα μιᾶς συναρτήσεως Ε ἡ ὁποία πληροῖ τὰς συνθήκας τοῦ 
Κοῖίς εἰς τὸ [α, β] εἶναι ἕνα τόξον τοῦ ὀὁποίου ἡ χορδἠ εἶναι παράλληλος 
πρὸς τὸν ἄξονα τῶν χ. Ἡ ἰσχὺς τοῦ θεωρήματος μᾶς ἐξασφαλίζει τὴν ὕπαρ- 


ξιν ἑνὸς σημείου ἐπὶ τοῦ τόξου εἰς τὸ ὁποῖον Ἡ ἐφαπτομένη εἶναι παράλ- 
ληλος πρὸς τὸν ἄξονα χΧ΄ΟχΧ καὶ ἐπομένως παράλληλος πρὸς τὴν χορδὴν ΑΒ. 
Εἰς τὴν περίπτωσιν τοῦ θεωρήματος τῆς μέσης τιμῆς διατηροῦντες τὰς 
δύο πρώτας ὑποθέσεις, δηλαδἠ τὴν συνέχειαν τῆς Ε καὶ τὴν παραγῶγισι- 
µότητα αὐτῆς, ἀλλὰ παραλείποντες τὴν συνθήκην {(α) -- {(β), ἀγόμεθα εἰς 


ο -Ἡ 


τὸ συμπέρασμα, ὅτι ὑπάρχει σημεῖον ἐπὶ τοῦ τόξου εἰς τὸ ὁποῖον ἡ ἐφαπτο- 
µένη εἶναι παράλληλος πρὸς τὴν χορδὴν ΑΒ, ἀλλά τώρα «πλαγίαν». 

Πράγματι εἰς τὴν περίπτῶσιν αὐτὴν ὁ συντελεστής διευθύνσεως λ, 
4Φ-- 8) 

β--α 

φορεῖ περὶ τῆς ὑπάρξεως ἑνὸς τουλάχιστον σημείου Μ, τὸ ὁποῖον ἄντιστοι- 
χεῖ εἰς τὸ ξεία, β), εἰς τὸ ὁποῖον ἡ ἐφαπτομένη εἶναι παράλληλος τῆς ΑΒ. 

Παρατήρησις 1. Τὸ β ---α ἐκφράζει τὴν αὔξῃσιν τῆς μεταβλητῆς µε- 
ταξὺ τῶν β καὶ α καὶ τὸ Πβ) -- ἴα) τὴν ἀντίστοιχον αὔξησιν τῆς συναρτή- 
σεῶς καὶ εἰς τὸ θεώρημα χρησιμοποιοῦντες τὰς αὐξήσεις αὐτὰς αἱ ὁποῖαι 
εἶναι πεπερασµέναι καλεῖται, ὡς εἴπομεν, θεώρημα τῶν πεπερασμένων 
αὐξήσεων εἰς ἀντίθεσιν τῶν ἀπειροστῶν ποὺ χρησιμοποιοῦμεν συχνά εἰς 
τὴν ᾽Ανόάλυσιν. 


τῆς ΑΒ εἶναι λ.-- καὶ τὸ θεώρημα τῆς µέσης τιμῆς μᾶς πληρο- 


Παρατήρησις 2. Ὡς δεικνύει τὸ σχῆμα τὸ σημεῖον Μ δὲν εἶναι τὸ 
μοναδικὸν πάντοτε. 

ἨΠαρατήρησις 3. Ὅπως καὶ εἰς τὴν περίπτῶσιν τοῦ θεωρήματος τοῦ Εοΐιε 
Ἡ συνέχεια τῆς ἵ εἰς τὸ [α, β] εἶναι ἁπαραίτητος, ὡς δεικνύουν τὰ σχήματα. 


[κι ὁ 


Ἐπίσης ἡ ὕπαρξις παραγώγου εἶναι ἀπαραίτητος εἰἷς τὸ (α, β), ὥς δει- 
κνύουν τὰ ἀκόλουθα σχήματα. 


γ 


οὓΓ------------ τν 


ο ο. 


Παρατήρησις 4. Ὅπως καὶ εἲς τὸ θεώρημα τοῦ Εοῖιε οὕτω καὶ ἐδῶ 


αἱ συνθῆκαι εἶναι ἱκαναὶ διὰ τὴν ὕπαρξιν τοῦ ἕ οὕτως, ὥστε {δ) -- 


- μωἩ 
β--α 


. 0λλὸ δὲν εἶναι ἀναγκαῖαι. 


12.18 Γενικευμένον δεώρηµα τῆς μέσης τιμῆς (ΟΛΥ) 


ΤἜὰν αἲ συναρτήσεις ἓι καὶ ἓ, ὠρισμέναι ἐπὶ τοῦ [α, β] καὶ συνεχεῖς 
ἐπ᾽ αὐτοῦ εἶναι παραγωῶγίσιµοι τουλάχιστον εἲς τὸ (α, β) καὶ ἔο(κ) -εθ 
Χχεί(α, β), τότε ὑπάρχει δεία, β) οὕτως, ὥστε : 

Γι. ,, β)τ- ἰ(α) 
Γν(ϐ) ᾖ1β) -- ἴεα) 


᾽Απόδειξις. Κατ᾽ ἀρχὴν δεικνύεται εὐκόλως, ὅτι δὲν εἶναι {9(β) -- [α). 
Διότι ὂν τοῦτο συνέβαινε, τότε κατὰ τὸ θεώρημα τοῦ Εοῖε θὰ ὑπῆρχε 
ξεία, β) οὕτως, ὥστε Εξ) --0, ἄτοπον, ἀφοῦ ἐξ ὑποθέσεως Εί)-θο 
σχεία, β). - 

Ἐὰν τώρα θεωρήσωμεν τὴν συνάρτήσιν Ε µέ: 

{Π(β) -- Πία) 
Ε(9) -- πα) -- αία)-- πας πώ ({α) --- ἴκ(α)| 
μὲ «)(Ε) -- [α, β], τότε δι’ αὐτὴν ἰσχύουν αἱ συνθῆκαι τοῦ Κο, διότι : 

α) Εἶναι ὡρισμένη καὶ συνεχἠς ἐπὶ τοῦ [α, β]. 

β) Ὑπάρχει ἡ παράγωγος αὐτῆς εἰς τὸ (α, β) καὶ εἶναι : 

Π(β) 


Εεο τικ) -- 
κκ τας ἃ 


54) Ψχεία, β). 


γ) Ε(α) -- Ε(β) -- 0. 
Ἑπομένως ὑπάρχει ξεία, β) οὕτως, ὥστε Ε΄ (ξ) -- 0. 
{ι(β)---Πι(α) Ε’α(ἔ)--0 κ. Γα(8) μ, π(β)-- {ι(α) 


"Αρα: Εξ) -- Εξ) -- : 
αν πμ ο πὼ Γε) ΠΡ- ὼ 


12. 19 Ἐφαρμογαί τῶν δεωρηµάτων τοῦ Εο]ε καὶ µέσης τιμῆς 


ΘΕΩΡΗΜΑ 1. ᾿Εὰν ἡ συνάρτησις ἓ ὠρισμένη ἐπὶ τοῦ [α, β] πληρῆ 
τὰς συνθήκας τοῦ Ἐοῖια καὶ τὰ α,β εἶναι ρίζαι τῆς ἐξισώσεως {σ)-- 0 
(δηλαδὴ {(α) -- ἴ(β) Ξ ϐ), τότε μεταξὺ τῶν α καὶ β ὑπάρχει µία τουλάχι- 
στον ρίζα τῆς παραγώγου (χα). 


᾿Απύόδειξις. ᾿Ἐπειδὴ διὰ τὴν Ε πληροῦντοαι αἱ συνθῆκαι τοῦ ΕοΙε, θά. 


ο 5ο. 


ὑπάρχη ξεία, β) οὕτως, ὥστε ΓΣ) -- 0, ἤτοι ὑπάρχει ρίζα τῆς παραγώγου 
Γ΄ κειµένη μεταξὺ α καὶ β. 


ΘΕΩΡΗΜΑ 2. ᾿Εὰν ἡ συνάρτησις ἵ ὡρισμένη ἐπὶ τοῦ [α, β] πληρῆ 
τὰς συνθήκας τοῦ Ἐοῖιε καὶ ἂν ἔ:, ξ, δύο διαδοχικαὶ πραγματικαὶ ρίζαι τῆς 
παραγώγου Ε(Χ) (μὲ δι «΄ ἔρ), τότε ὑπάρχει τὸ πολὺ µία ρίζα τῆς ἐξισώσεως 
(κ) -- 0, μεταξὺ ἔι καὶ ξ,. 


᾿Απόδειξις. Διότι ἂν ὑποθέσωμεν ὅτι μεταξὺ ξι καὶ ἕ, ὑπάρχουν δύο 
διακεκριµέναι ρίζαι Χι, Χ» εξ. τῆς ἐξισώσεως {Χ) -- 0, τότε, ἐπειδὴ ξι -« 
«χι Χο « ἕ, ἡ συνάρτῆσις Ε θὰ εἴναι ὡρισμένη ἐπὶ τοῦ [κι ,Χο] καὶ ὡς 
πληροῦσα εἲς τὸ διάστηµα τοῦτο τὰς συνθήκας τοῦ Κοῖίο (διότι ἦ { ὡς συνε- 
χἠς ἐπὶ τοῦ [α, β] εἶναι συνεχἠς καὶ ἐπὶ τοῦ [χι, χο] « [α, β] παραγωγίσιµος 
ἐν (αι, χο) κοὶ {ἴχι) Ξ- Γαν) Ξ- 0), θὰ ὑπῆρχε ξείχι, Χν) οὕτως, ὥστε Γ{(85) -- 0, 
ἤτοι θὰ ὑπῆρχε μετοξὺ ξι, δ. καὶ ἄλλη ρίζα τῆς {(κ) Ξ- 0, ἄτοπον, ἀφοῦ αἳ 
ξι. ξο ὑπετέθησαν διαδοχικαί. 

Ὥστε μεταξὺ ἔι καὶ ο ὑπάρχει (ἂν ὑπάρχη) τὸ πολὺ µία ρίζα τῆς 
{χ) -- 0. 


ΘΕΩΡΗΜΑ 4. ᾿Εὰν τὸ ἀκέραιον πολυώνυµον (ἴ(κ) ξ- αιχ'-Κας αχ -Ἱ-- 
Τε. Ἑαικ-Γαρ μὲ αραι,..., ἄνεξ καὶ νεΝεν 5 2, (αν 0) ἔχη µ τὸ 
πλἢῆθος διακεκριµένας πραγματικὰς λύσεις, τότε τὸ πολυώνυµον - παράγωγος 
{(Χ) ἔχει τουλάχιστον µ -- { πραγματικὰς λύσεις. 


᾿Απόδειξις. ᾿Ας ὑποθέσωμεν ὅτι αἱ µ τὸ πλῆθος πραγματικαὶ καὶ δια- 
κεκριµέναι λύσεις τοῦ {(Χ) εἶναι αἱ ξι, ξ», ..., ἔμ καὶ ἔστω ὅτι : 


ξρες ἃν ας εξης 


Ἐὰν τώρα θεωρήσωμεν ἕνα οἴονδήποτε διάστηµα ὁριζόμενον ὑπὸ 
δύο διαδοχικῶν πραγματικῶν ριζῶν, π.χ. τὸ [ξῃ, ξαιι]. ὅπου η Ξ- 1,2,..., 
µ--- 1, τότε η συνάρτησις Ε{ (πολυωνυμικὴ) εἰς τὸ διάστηµα τοῦτο πληροῖ 
τὰς συνθήκας τοῦ Ἐο]ιε. Τότε ὅμως ὑπάρχει δείξῃ, ἔω-ι) (τουλάχιστον 
ἕνα) οὕτως, ὥστε Εξ) -- 0. Τοῦτο ὅμως σηµαίνει, ὅτι ὑπάρχει ρίξα τῆς πα- 
ραγώγου {΄09 μεταξὺ ἔμ καὶ ἔπιι. ᾿Αλλά ἐπειδὴ τὰ διαστήµοτα εἶναι µ ---ἰ 
τὸ πλῆθος, ἔπεται ὅτι ὑπάρχουν τουλάχιστον µ-- 1 πραγμµατικαὶ ρίζαι 
τῆς παραγώγου. 


ΘΕΩΡΗΜΑ 4. Τὸ ἀκέραιον πολυώνυµον {σ) 5- αχ" --αι κ) Ἱ--.. « - 
Γαιχ--αρ μὲ αρ, δι, ..«ν ἄγεκ νεν.ν Ξ 1 καὶ αν 30 ἔχει τὸ πολὺ ν τὸ 
πλῆθος πραγματικὰς καὶ δισκεκριµένας λύσεις. 


᾿Απόδειξις. Διότι ἂν ὑποθέσωμεν, ὅτι τὸ Γ ὄχει ν--ἰ τὸ πλῆθος πρα- 
γματικὰς καὶ διακεκριµένας λύσεις, τότε τὸ Ε’(κ) ἔχει τουλάχιστον ν τὸ 


ο -- 


πλῆθος πραγµατικἁς καὶ διακεκριµένας λύσεις, τότε ὅμως τὸ Ε΄ (Χ) θὰ ἔχη 
ν--- 1 τὸ πλῆθος πραγμοτικὰς καὶ διακεκριµένας λώσεις κ.ο.ῖ., ὅτε εὐὑρί- 
σκοµεν, ὅτι τὸ Γ.9) θὰ ἔχη τουλάχιστον ν ---(ν --- 1) -- 1 τὸ πλῆθος πραγµα- 
τικἁὰς καὶ διακεκριµένας λύσεις, ἄτοπον, ἐπειδὴ τὸ {09 εἶναι µία σταθερά, 
ἀφοῦ Γή) «- ν]αι,. 

᾿Αγόμεθα ὅθεν εἰς τὸ ἀκόλουθον συμπέρασμα. 

Κάθε ἀκέραιον πολυώνυµον μὲ πραγματικοὺς συντελεστάὰς καὶ βαθμοῦ ν 
δὲν δύναται νὰ ἔχη πραγματικὰς καὶ διακεκριµένας λύσεις περισσοτέρας 
τοῦ βαθμοῦ του. 


ΘΕΩΡΗΜΑ 5, ᾿Εὰν ἡ συνάρτησις ἵ εἶναι παραγωγίσιµος ψχεζρ() καὶ 
ἰσχύη Τ09Ξ:0 γχεζθ(Ώ, τότε ἡ Τ εἶναι µία σταθερὰ ἐν «Φ({) καὶ ἀντιστρόφως. 


᾿Απόδειξις. Διότι ἂν ξ,, ἓ, εΞθ(ΕΡ) μὲ ξι --ἕν, τότε ἢ Ε εἰς τὸ διάστηµα 
[ξι, ξε] εἶναι ἐντελῶς ὣρισμένη, συνεχἠς ἐπ᾽ αὐτοῦ καὶ παραγωγίσιµος ἐν 
(δι. Ἐν) Καὶ τότε. κατὰ τὸ θεώρημα µέσης τιμῆς, ὑπάρχει ξεί(ξι, ἓο) οὔ- 
τῶς, ὥστε : 

κ -- ξν-- δν, 
δν πα δι 

᾽Αλλὰ Ε(8) -- 0, ἐξ ὑποθέσεως. Ὁπότε ἀφοῦ ἔι πε Ἐο θά εἶναι καὶ ((ξι) -Ξ 
Ξ {{ξε) καὶ τοῦτο οι, Ψξοεθ(Β). 'Ἑπομένως ἀφοῦ νχεζθ(Ρ) εἶναι κ) --ο, 
ἔπεται ἡ Εἓ σταθερὰ ἐν «Ὀ({). Τὸ ἀντίστροφον ἁπλοῦν. 


ΘΕΩΡΗΜΑ 6. ᾿Εὰν αἱ συναρτήσεις [ι καὶ ἴ, εἶναι ὡρισμέναι ἐν (1) Ω 
Ω «)(19) «- « καὶ παραγωγίσιµοι ἐν «) καὶ ἰσχύη ἔι(σ) Ξ- Γκ) γχεζ, 
τότε αὗται διαφέρουν κατὰ σταθερὰν ἤτοι: ἔ(α) Ξ- Ώ(κ)--ο γχε, καὶ 
ἀντιστρόφως. 


᾽Απόδειξις. Διότι ἂν θεωρήσωμεν τὴν συνάρτησιν Ε μὲ Ε(ς) -- Η(«) --- 
- Γκ) μὲ Φ)(Ε) -- ϐ) θὰ ἔχωμεν: Ε΄ (κ) Ξ- Εκ) --Εο(κ) Ξ- 0 νχεζ). Τότε 
ὅμως: Ε(Χ) --ε, ἄρα ΠΧ) Ξ- Γκ)--ο,. Προφανῶς τὸ ἀντίστροφον ἁπλοῦν. 


12. 20 Πορατπρήσεις ἐπὶ ὅλων τῶν προηγουμένων 


Παρατήρησις 1. Τὸ γενικευµένον θεώρημα τῆς µέσης τιμῆς ((4169ἱ1γ) 
ἰσχύει καὶ ὅταν αἱ παράγωγοι τῶν συναρτήσεων { καὶ {ο ἀπειρίζωνται, 
ὄχι ὅμως συγχρόνως εἰς ἕνα σημεῖον τοῦ διαστήµατος (α, β). 


Παρατήρησις 2. ᾿Εὰν εἰς τὸ θεώρημα (Δ8ιςαγ ὑποτεθῆ ὅτι {ία) -- 
Ξ- {ο(α) Ξ- 0, τότε ψχεία, β) ὑπάρχει ξεία, κ) οὕτως, ὥστε : 
ιϐ  αα--πα Αα 
ΓΕ) Όα)-- µία! Ἅ) 


--- 6ἱ --- 


Παρατήρησις 3. Εἰς τὸ θεώρημα (41ς6µΥ ἂν ὑποτεθῆ ὅτι {(Χ) -- κ, θὰ 
ἔχωμεν : 
Γι Πβ)-- ἔία) 
Γν(ϱ) {ίβ)-- ία) 
᾽Αλλὰ Ε/(χ) -- 1 καὶ ἄρα Εο(ξ) -- Ι καὶ {ο(β) --ἴ(α) -- β--- α καὶ ἢ (1). 
γίνεται : 


8) 


{Π(β) -υ- Πα) -- (β-- α).Ε(δ) 


καὶ οὕτως ἔχομεν τὸ θεώρηµα τῆς µέσης τιμῆς τοῦ Ταρτ8ηρ6. 


Ἡαρατήρησις 4. Γνωρίζοµεν, ὅτι ἰσχύει : 

Πβ)--Πα) --(β--α)(ϐ) μὲ ας ξςβ 
καὶ ὁμοίῶς : 

{(α) ---{(β) --(α---β)Ε(ϐ) μὲ β«ξς«α 
καὶ ἐπομένως χωρὶς νὰ ἐξετάσώμεν τὴν σχέσιν μεγέθους τῶν α καὶ β δυ- 
νάµεθα νὰ γράφωμεν : 

{(αι) - κο) -- (αι --Χε)ί (8) 
μὲ ἕ μεταξὺ Χι καὶ Χο (γνησίῶς). 
Ἐὰν τώρα τεθῆ β--α-ε ---- β--α-- ε, τότε ἂν ἔ μεταξὺ α καὶ α--ε 
θὰ ἔχωμεν ὅτι τὸ ἕ---α θὰ κεῖται μεταξὺ 0 καὶ ε καὶ συνεπῶς τὸ ο. 


- μὲ 00 « 1, θά ἔχω- 


θἀ κεῖται μεταξὺ 0 καὶ 1. ἘΕὰν δὲ τεθῆ 


μεν: ξ -- α--εθ καὶ τότε ὁ τύπος ὁ ὄ δκφράζων, τὸ ο οίως τῆς μέσης τιμῆς 
λαμβάνει τὴν μορφήν: 
{(α-ε) --- Κα) Ξ ε[’ (--εθ). μ μὲ ος «θς1 ι 


ΠΑΡΑΛΕΙΓΜΑ 1. Νὰ γίνη ἐφαρμογὴ τοῦ τύπου αὐτοῦ εξ τὴν συγάρτησιν { μὲ 
{) -- χξ-Ερχ--4/ϱ, αεΒ. 


μα ρα 


᾽Απάντησις. Ἡ Γ πληροῖ τὰς συνθήκας τοῦ θεωρήματος εἰς κάθε διάστηµα τοῦ 
πεδίου ὁρισμοῦ της Κ. 

Ἡ παράγωγος αὐτῆς εἶναι : Ε'() Ξ- 2χ-ΕΡ. 

Ἔχομεν {[(α--ε) --- έ(α) -- (α-:-ε)--'-Ρρία-:-2)-ἷ-α --- αἳ --- ρα ---ᾱ-- (2α-[-Ρ)ε--ε-. καὶ 


- : Διὰ τὴν συνάρτησιν { ὁ ϐ εἷ- 


ἑπομένως: (2α-:-ρ)ε--εἲ-- ε[2(α--θε)--ρ] «--- ϐθ-- 4 


ναι σταθερὸς καὶ ἴσος πρὸς : . Τοῦτο γεωμετρικῶς σηµαίνει ὅτι τὸ σημεῖον ἐπαφῆς 


τῆς ἐφαπτομένης τῆς παραλλήλου πρὸς τὴν χορδἠν τῶν σηµείων Α καὶ Β ἔχει τετµη- 
µένην ἴσην πρὸς τὸ ἡμιάθροισμα τῶν τετμηµένων τῶν ἄκρων τῆς χορδῆς, ἤτοι ᾖ ἐκ 
τοῦ σημείου ἐπαφῆς παράλληλος πρὸς τὸν ἄξονα τῶν Υ διχοτομεῖ τὴν ΑΒ. 


1 
Χ 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2. Νὰ γίνη ἐφαρμογὴ εἲς τὴν συνάρτησιν Γ μὲ {α) -- » νὰ 


μελετηθοῦν οἱ ἀριθμοὶ ξ, ϐ. 
ἅ ν 1 
᾽Απάντησις. Διὰ τὴν ἐφαρμογὴν τοῦ θεωρήματος εἰς τὴν συνάρτησιν {(ὰ) -- κ 


πρέπει καὶ ἀρκεῖ τὰ ἄκρα τοῦ διαστήµατος {(α, β) νὰ εἶναι ὁμόσημα,. 
ῷ : 1 
Ἡ παρόγωγος εἶναι {0ο -- --- η ψκεία, β). 


Ἑπομένως ὑπάρχει ξεία, β) οὕτως ὥστε : 


1 ι ---τ 
πα κ ο μ.ς. 

β α δὲ 
Ἐκ ταύτης λαμβάνομεν ἕ” ΞΞ αβ. 
Ἐὰν α--θ,β--0, τότε ἕ-- Μ/αβ καὶ ἂν α-.0 β«.0, τότε  -- ---ψ/αβ (ἀφοῦ ἔ 

μεταξὺ α καὶ β). (Ἑπομένως ὁ |Ε| εἶναι µέσος ἀνάλογος τῶν α, β). 
Ὁ ἀριθμὸς ϐ θὰ δίδεται ὑπὸ τοῦ τύπου: 0 -- στα. Ἐάν α 0 καὶ β -» 0, τότε: 
ο ο ους ον 
β--α β--α γ/β -- να 


ἀναλόγως ἂν α-0 καὶ β«0. 


Παρατήρησις 5. Τονίζοµεν, ὅτι τὰ θεωρήματα 5 καὶ 6 δὲν ἰσχύουν 
ἀντιστρόφως ἐὰν τὸ «Φ(Ρ) εἶναι ἕνῶσις διαστημάτων. Τοῦτο δεικνύουν τὰ 
ἀκόλουθα παραδείγματα. 


ΠΑΡΑΔΕΙ ΜΑ 1. Θεωροῦμεν τὴν συνάρτησιν Ε ὁριζομένην ὡς ἀκολούθως: 


9-0 ἂν χεξ« 
--- ἂν χες- 


{κ) Ξ5 { 


ποία ἡ παράγωγος αὐτῆς; Τὶ παρατηρεῖτες 


᾽Απάντησις. Προφανῶς 2/8) Ξ- (--ο», 0) 0) (0, -- οϱ) καὶ Ε΄(Χ) -- 0 ψχε-Ὀ(Β. Παρα- 
τηροῦμεν ὅμως ὅτι ἂν καὶ ἡ παράγωγος αὐτῆς γχε (8) εἶναι μηδὲν δὲν εἶναι µία στα- 
θερἀ ἐπὶ τοῦ Φ(Π). 


--ἰββρης- 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2. Θεωροῦμεν τὰς συναρτήσεις ἔι καὶ { μὸ ἔ,(κ) Ξ κ καὶ Φ(έ) Ξ- 
ΞΚ-- (0) καί: 
χ--ς ἂν χες 
μμ 
Χ---ο ἂν χε” (ο-θ) 
Ποῖαι αἱ παράγωγοι αὐτῶν. Τί παρατηρεῖτες 
᾽Απάντησις. Προφανῶς «Ο({9) Ξ(--ο,θ) 0) (0, --αο). Ἡ παράγῶγος τῆς ἔι εἶναι 
Γ’Ι(Χχ) -- 1 νχε.θ(έι) καὶ ἡ παράγῶγος τῆς { εἶναι Ε΄ο(κ) -- 1 νχε-(6). Ὥστε ψχε({) η 
Ώ «Ο(ί) ἔχουν ἴσας παραγώγους, παρὰ ταῦτα ἡ διαφορά τὼν δὲν εἶναι µία σταθερά 
ψχε() η Φ({ϱ, ἀφοῦ Ε(κ) -- (κ) -- -- ἂν χεΕ” καὶ (1) --ἴ(κ) -- ο ἂν χεΕ”. 


Παρατήρησις 6. Ἑἰς τὸ θεώρημα 2 ἂν ἰσχύη ξι) {{ξν) «, τότε εἰς 
τὸ διάστηµα (ξι, ἔν) ὑπάρχει ἀκριβῶς µία ρίζα τῆς {{χ) -- 0. Διότι, ὡς γνω- 
στόν, ἀφοῦ ἴξι) ξι) «0 θὰ εἶναι, ἔστω Εζι) «0 -« ἴξε, ἀλλὰ τότε, ὣς 
γνωστὸν ἀπὸ τὰς συνεχεῖς συναρτήσεις, ὑπάρχει ξείξι, ἓν) οὕτως, ὥστε 
{(ξ) -- 0 καὶ προφανῶς κατὰ τὸ θεώρημα µοναδικόν. 


Παρατήρησις 7. ᾿Επανερχόμενοι καὶ πάλιν εἰς τὸ θεώρημα 2 παρατη- 
ροῦμεν ὅτι, ἂν διὰ τὰς ρίζας Χι, Χο ὑποτεθῆ Χι -- χο, δηλαδἡ ἢ μεταξὺ τῶν 
ἔι καὶ ἕ, περιεχοµένη ρίζα τῆς {ἔα) -- 0 νὰ εἶναι πολλαπλῆ, τότε, ὡς θὰ 
εἴδωμεν ἀργότερον, θὰ ἔχωμεν Ε(Χι) -- 0 καὶ ἑπομένως μεταξὺ τῶν διαδοχι- 
κῶν ριζῶν τῆς Ε΄(α) -- 0 θὰ ὑπῆρχε καὶ ἡ χι ἄτοπον. 

Διὰ τὴν περίπτῶσιν ἀκεροίου πολυωνύµου τὸ ζήτημα εἶναι ἁπλοῦν. 

Πράγματι, ἂν ἢ πραγµατικἡ ρίζα ρ τοῦ πολυωνύμου {(κ) εἶναι πολλα- 
πλότητος ΚΕΝ, τότε ή ρ εἶναι καὶ ρίζα τῆς παραγώγου πολλαπλότητος 
κ-- 1. 


᾿Απόδειξις. Ἔστω ὅτι: ΠΧ) Ξ (κ --- ϱ)ξ.π(α) μὲ π(ϱ) 5Ε0. Θὰ ἔχωμεν: 
Γῷ ΞΚίκ-- ϱ)κ-α πα) -κ--- ϱ)κ πο) {ας --- ϱ)κ- κκ) - (κ ---- ϱ)π΄ 00] 
καὶ ἐπειδὴ Κπίρ)-Γ(ρ--ρ)π΄(ϱ) Ξ- Κπίρ) -Ξ0, ἡἤ ρ εἶναι ρίζα τῆς παραγώγου 
πολλαπλότητος Κ--- |. 

Ἡ ἀντίστροφος πρότᾶσις ἔχει ὡς ἑξῆς : 

Ἐὰν τὸ πολυώνυµον {ίκ) καὶ ἡ παράγωγος αὐτοῦ Ε΄(κ) ἔχουν τὴν ρίζαν 
Ρεξ κοινὴν καὶ εἶναι πολλαπλότητος Κ-- | διὰ τὴν παράγώγον, τότε 
θὰ εἶναι πολλαπλότητος Κ διὰ τὸ ΓΚ). Διότι ἂν ἤ ρ ἦτο πολλαπλότητος 
μεν διὰ τὸ Γκ), τότε διὰ τὴν παράγωγον θὰ ἦτο πολλαπλότητος µ--Ι. 
Ἐὐκόλως ἔπεται, ὅτι µΞκ. 


π ; 21 Κριτήρια µονοτονίας µιας συναρτήσεως]; 


Αἵ κατωτέρῶ προτάσεις ἀναφέρονται εἰς τὸ µονότονον μιᾶς συναρτή- 
σεως εἰς ἕνα διάστηµα (α, β) καὶ εἰς τὴν συμπεριφορὰν μιᾶς συναρτήῄσεως 
εἰς ἕνα σημεῖον ξεία, β). 


Ξ- - 


ΠΡΟΤΑΣΙΣ 1. Ἐὰν συνάρτησις ἓ εἶναι ὡὠρισμένη καὶ συνεχἠς ἐπὶ τοῦ: 
ία. β] καὶ παραγωώγίσιµος εἰς τὸ (α, β) καὶ ἰσχύη Γ(α) -- ϐ ψχεία, β), τότε ἡ 
{ εἶναι γνησίως αὔξουσα εἰς τὸ (α, β). 


᾽Απόδειξις. ᾿Εὰν ἕἔι, ξοεία, β) μὲ ξι -«ἔα, τὀτε ἐπειδὴ ἰσχύουν αἱ προῦπο- 
θέσεις τοῦ θεωρήματος τῆς µέσης τιμῆς, θὰ ὑπάρχη ξείξι, ἕν) οὕτως, ὥστε. 
νὰ ἔχωμεν : 

{(Σ1) ---{(ξο) -- Ε(ϐ) (ξι--- ξ9). 

Ἐπειδὴ ὅμως Εδ):»0, ἀφοῦ Ε΄) 7» 0 νχεία, β) καὶ ἀφοῦ ἔι -« ἕ,. 
θὰ εἶναι καὶ {ξι) Εξ) καὶ ἑπομένως ἀφοῦ διὰ τυχόντα ξι, δυεία, β) μὲ. 
ξι -- ἕε εἶναι καὶ {(ξι) ««{ίξρ), ἔπεται ὅτι γνησίως αὔξουσα ἐν (α, β). 

Παρατήρβησις. Τὸ ἀντίστροφον τῆς προτάσεωὼς δὲν ἰσχύει, δηλαδὴ ἂν 
ΓΕ γνησίως αὔξουσα ἓν (α, β), δὲν ἔπεται ἀναγκαίως καὶ Εα)»» 0, διότι, 
ὡς γνωστόν, ὃν ἡ {εἶναι γνησίως αὔξουσα, θὰ ἰσχύη: 

ο) ϱ ενᾶ ἥπι Οδ τ- 


ΞἜ 0 καὶ ἐπομένως Γ{68) Ξ 0. 
Χχ---ἔ κ»νὲ Χχ---ξ 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ. Θεωροῦμεν τὴν συνάρτησιν Γ μὲ ἴ(α) Ξ χὸ καὶ πεδίον ὁρισμοῦ: 
αὐτῆς τὸ (---ᾱ, --ᾱ). Δείξατε ὅτι δὲν εἶναι {(χ) 0 χε (--ί, --Ἡ). 

᾽Απάντησις,. Προφανῶς ἂν ἔι «-ἕν μὲ ξι, ξε ε(--ί, 1) θὰ εἶναι καὶ Γ(ξι) -- Γι): 
καὶ εἶναι ἡ Ε γνησίως αὔξουσα ἐν (---, 1). Ἡ παράγωγος αὐτῆς εἶναι Ε’(χ):-5χ4 καὶ 
δὲν εἶναι («91590 νχε(--Ι, 1) ἀφοῦ Γ(0) --0. 

ΠΡΟΤΑΣΙΣ 2. Ἐὰν ἡ συνάρτησις { εἶναι ὡρισμένη καὶ συνεχἠς ἐπὶ. 
τοῦ [α, β] καὶ παραγωγίσιµος εἰς τὸ (α, β) καὶ ἰσχύη {ο {Ξ 0 νψχεία, β).. 
τύτε ἡ ἓ εἶναι αὔξουσα εἰς τὸ (α, β). 

᾿Απόδειξις. ᾽Απόδειξις ἐντελῶς ὁμοία ἀφοῦ τώρα Ε{9 Ξ 0 ψχεία, β).. 
ὅτε Ε{ ἐν (α, β). 

ΠΡΟΤΑΣΙΣ 3. Ἐὰν ἡ συνάρτησις ἴ εἶναι ὠρισμένη καὶ συνεχἠς ἐπὶ 
τοῦ [α, β] καὶ παραγωγίσιµος εἰς τὸ (α, β) καὶ εἶναι Γ(α) «0 νχεία, β).. 
τότε Ε γνησίως φθίνουσα ἓν (α, β). 

᾽Απόδειξις. Ὁμοίως ὡς ἄνω. 

ΠΡΟΤΑΣΙΣ 4. Ἔὰν ἡ συνάρτησις ἓ εἶναι ὡρισμένη καὶ συνεχἠς ἐπὶ 
τοῦ ἴα, β] καὶ παραγῶγίσιµος εἰς τὸ (α,β) καὶ εἶναι Γ (αχ) Ξ 0 νχεία, β), 
τότε ἡ Τν ἓν (α, β). 

᾽Απόδειξις. Ὁμοίως ὡς ἄνω. 

Παρατήρησις 1. Ἐὰν ἢ συνάρτήσις Ε εἶναι παραγωγίσιµος εἰς τὸ (α, β) 
καὶ δὲν ὑπάρχη διάστηµα (ξ1, ξ9) Ξ ία, β) οὕτως, ὥστε {’(ς) -- 0 νχείξι, ξο) 


ς 


καὶ Ε() Ζ: 0 ψχεία, β) ἢ ἀντιστοίχως {Γ΄(5) Ξ 0 ψχεία, β), τότε ἡ Ε Ίνη- 


σίως αὔξουσα ἓν (α, β), ἀντιστοίχῶς ἢἤ [ γνησίως φθίνουσα ἐν (α, β). 

Διότι ἂν Γ΄ (Χ) Ξ 0 ψχεία, β) δυνάµει τῶν προηγουμένων θὰ ἔχωμεν : 
Γ1 ἓν (α, β), τοῦτο ὅμως σηµαίνει ὅτι ἂν ἔι«χ««ξ, θὰ ἰσχύη Πέ) - ἄν) ς 
Ἔ [{ξ). ᾿Εὰν λοιπὸν ἦτο {ξι) Ξ- Πρ), τότε {Χ) -- ο ψχείξι, ἔν) καὶ ἔπο- 
µένως θὰ ἦτο {’(χ) Ξ- 0 νχείξι, ξ9), τὸ ὁποῖον εἶναι ἄτοπον, ἀφοῦ δὲν ὑπάρ- 
χει Χε(ξι, ἕο) οὕτως, ὥστε Ε΄(Χ) -- 0Ο. Δὲν εἶναι συνεπῶς Πξι) -- ἴίξο) καὶ 
ἄρα {{ξι) ««Ιξι) καὶ ἡ Γ γνησίως αὔξουσα ἓν (α, β), 

Ἡ ἀπόδειξις ὁμοία ὂν {ς) Ξ 0 ψχεία, β). 


Ηαρατήρησις 2. ᾿Εὰν ἡ συνάρτησις Γ εἶναι γνησίως µονότονος ἐν (α, β), 
τότε δὲν ὑπάρχει διάστηµα (ξι, ξ9) Έα, β) οὕτως, ὥστε Γ{α) Ξ- 0 νχεί(ξι,ξο). 

Διότι ἂν ὑπῆρχε διάστηµα (ξι, ξ) σ(α, β) οὕτως, ὥστε: Ε(α)--0 
Ψχείξι, ἔρ), θὰ ἔπρεπε {{Χ) - ο ψχεί(ξι, ἔν) τοῦτο σηµαίνει, ὅτι ἡ Τ δὲν θὰ 
ἦτο γνησίως µονότονος ἓν (α, β) καὶ ἑπομένως ἀγόμεθα εἰς ἄτοπον. 


Παρατήρησις 3. Θὰ πρέπει νὰ προσέξωµεν ὅτι ἡ ἐφαρμογὴ τῶν ἄνω 
προτάσεων πρέπει νὰ γίνεται εἰς συναρτήσεις μὲ πεδίον ὁρισμοῦ ἕνα συνε- 
χὲς ὑποσύνολον τοῦ Ε καὶ οὐχὶ εἰς ἔνωῶσιν ὑποσυνόλων τοῦ Ε. Εἰς τὴν 
περίπτωσιν κατᾶ τῆν ὁποίαν ἔχομεν ἕνῶσιν ὑποσυνόλων τοῦ Ε. θὰ ἑξε- 
τάζωµεν τὴν µονοτονίαν τῆς Ε εἲς ἀνὰ ἕνα ὑποσύνολον τοῦ πεδίου ὁρι- 
σμοῦ της. 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ. Θεωροῦμεν τὴν συνάρτησιν Γ μὲ Γ(Χ) -- σῳχ καὶ πεδίον ὁρισμοῦ 
3 
οὐ πό οἱ -- (-- Σ, 0) υ (6, π) |) (α, ν ). μα εάσθη ὃς πβλδνεὴν κονοόνίαν. 


η τα - : ἃ ) μεις 1 
᾽Απάντησις. Κατ’ ἀρχὴν παρατηροῦμεν ὅτι ἡ Ε ἔχει παράγωγον τὴν Γ΄) -- --- 


ημῖχ. 
νχε((θ) καὶ εἶναι προφανῶς Ε΄ (κ) «06 ψχε([). 
Τότε ὅμως θὰ ἔπρεπε νὰ εἶναι { γνησίως φθίνουσα ἐν 2(ἢ). 
᾽Αλλά ἂν λάβωμεν ἕι -- --ᾱ- καὶ ἕν -ᾱ- ἀμφότερα ἐν «(ῆ) παρατηροῦμεν, 


ὅτι εἶναι ἕι-« ἕ, καὶ ἂν ἡ ἓ ἦτο γνησίως φθίνουσα ἓν «0() θὰ ὄπρεπε νὰ ἔχωμεν : 
σφξ, -» σφξ,, δηλαδὴ ---ἴ 5» 1, ἄτοπον. Τοῦτο προκύπτει ἀπὸ τὸ ὅτι τὸ 0(Ε) εἶναι µία 
ἕνῶσις ὑποσυνόλῶν τοῦ Ε καὶ ὄχι ἕνα συνεχὲς ὑποσύνολον αὐτοῦ. 


Ἐὰν ἐξετάσωμεν τὴν Ε εἰς τὸ (-- ν . 0) θὰ λάβωμεν: { γνησίως φθίνουσα ἐν 


ὦ Ἡ μαος, ς 3π 
(-- -ὖ-, 0), εἰς τὸ (0,π) ὁμοίῶς Ε γνησίως «φθίνουσα ἐν (0, π) καὶ εἰς τὸ ία 2 ) 


« 3 
ὁμοίως { γνησίως φθίνουσα ἓν ία, )- 
ΠΡΟΤΑΣΙΣ 5. Θεωροῦμεν τὴν συνάρτῆσιν { ὡρισμένην εἰς τὸ διάστηµα 
ία, βΙ καὶ παραγωγίσιµον Ψχεία, β). Εὰν δεία, β) (ἔσωτερ. σημεῖον), τότε: 


α) Ἐὰν Γ(Ε) -» 0, τότε ἡ ἳ εἵναι γνησίως αὔξουσα εἷς µίαν περιοχὴν 
τοῦ σημείου ἔ μὲ χ - ἕ, 


-- 66 -- 


ϱ) Ἐὰν (8) «0, τότε ἢ Τ εἶναι γνησίως φθίνουσα εἲς μίαν περιοχἡν 
τοῦ σημείου ἕ μὲ χ φ ξ. 


᾽Απόδειξις, ᾿Αφοῦ ὑπάρχει ἡ παράγωγος τῆς Ε εἲς τὸ ξεία, β), θὰ ὑπάρ- 


{0 --- ἴδ) 
οι 


χη καὶ τὸ Ιίπι Ξ- Γ(8)εβ. Τοῦτο ὅμως σημαίνει, ὅτι ψε» 0 ὑ- 


Χ-νξ 
πάρχει δ '» 0 οὕτῶς, ὥστε Ψψχεία, β) μὲ [Χχ--ξΙ -««ὃ νὰ ἔχωμεν: 
8 Ἱ 3 
Ἀα)---Ἡ Θ --(Ε)]«ε. 
στο ξ / 


1 ἳ 
Αν λάβωμεν ὡς ε-- Ξ Γ{’(8)|, θὰ ἔχωμεν : 


κ στο εδ 
ἱ Χ--- Θ | 2 
καὶ ἐπομένως καί : 


βαρος κά ὃν ὁ 
το ο ως μα. δω 
πισθι κ -εθςςΙΕΦΙ ---τῷ-- τΙεθις 
ο ο κ ο 
Χ-- 2 


καὶ τοῦτο Ψχεία, β) μὲ μηνὰ κ««ὃ. 


Εὰν Ε{9)-- ο, τότο: -ᾱ Εθ) « περα «-ὁ ε(ῷ (Ἡ νκεία β 
μὲ |κ--ἔι ««δ καὶ ἂν Γ() ««0, τότε: αήαις ολ κ « : (θ 
(2) νχεία, β) μὲ ἱκ--ξ| ««δ. ΄ 

᾽Απὸ τὴν (1) προφανῶς προκύπτει: ές ο. -- ψχεία, β) μὲ]χ- ἒ] - 
««δὃ καὶ ἀπὸ τὴν (2) ο... ««Ονχεία, β) μὲ |Χ---ἒἰ «δ. 


Ὥστε ψχε(ξ --- δ, ἕ) καθὼς καὶ διὰ ψχείξ, ξ--δ) θά εἶναι ἀντιστοίχως 
{(α) « ΠΕ) καὶ ({α) 7» {ξ) καὶ ἢ ΓΎνησ. αὔξ. ἓν π(ξ, ὃ) ---(δ}, ἂν Ε(8) Σ- 0. 
Ἐπίσης ψχεί(ἔ --- δ,ἕ) καθὼς καὶ Ψχεί(ξ, ξ--δ) θὰ εἶναι ἀντιστοίχῶς 
{):5 Εξ) καὶ Γκ) «« ΚΕ) καὶ ἡ Γ Ύνησ. φθίν. ἐν π(ξ, δ) ---{ξλ, ἂν (’(ϐ) «0. 


Παρατήρησις 1. Τὰ ἀνωτέρῶ χαρακτηρίζουν τὴν συμπεριφοράν τῆς ἓ 
εἰς µίαν περιοχὴν τοῦ σημείου ἕ τὸ ὁποῖον εἶναι ἐσωτερικὸν τοῦ πεδίου 
ὁρισμοῦ της. Πολλάκις λέγομµεν διὰ τὰ ἀνωτέρῳ, ὅτι ἡ συνάρτησις Γ «ἀνέρ- 
χεται» εἰς τὸ σημεῖον χΞ- ξ ἂν ΓΕ) 7- 0 καὶ «κατέρχεται» εἰς τὸ σημεῖον 
Χ-- ξ ἂν Ε΄(8) «0. Ἔχομεν δηλαδή : 


Ξδίΐ... 


Ἡ Ε ἀνέρχεται εἰς τὸ σημεῖον κ -- ξ ἄν ἔπ) «:ἴΚξ) ψχεί(ξ ---δ, ξ) και 
ψχε(ξ, ξ-Ι:δ) (5 -» 0). 

Ἡ Ε κατέρχεται εἰς τὸ σημεῖον χ-- ξ ὃν {Γα)»» 8) σχείξ ---δ, ξ) 
καὶ ψχε(ξ, ἔ-Γδ). 


Ἡαρατήρησις 2. Τὸ σημεῖον ἕ καλεῖται σημεῖον στασιµότητος τῆς 
συναρτήσεως ὅταν, καὶ µόνον ὅταν, { (8) -- 0. 
ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1, Μελετήσατε ὡς πρὸς τὸ µονότονον τὰς ἀκολούθους βασικὰς 


συναρτήσεις ποὺ μᾶς εἶναι γνώσταϊ από τὸν τόµον «Άλγεβρα Α,». 

έα) «) - αχ βία, βεΕ 

ΓΒ) {0 -- αὐ Εβχ Γγ]α β, ΕΕ, ασε 0 
γ) 3) -- τοπεὰ ία, β, Υ, δεΕ, Υ -- 0, αδ --- βΥ ς- 0. 
᾽Απάντησις. α) Ἔχομεν ο)() -- Ε καὶ Γ(Χ) --α, ὁπότο: 
1) αδθ- ο 30 νψχεΕ -- Γ γνησίως αὔξουσα ψχεΕ 
2 α-θ-ωΏςο νψχεᾶ -- Ι γνησίως φθίνουσα γχεξ 
3) α-θ- τς νχεΕ -- Τ σταθερὰ ψχεΕα 
β) Ἔχομεν Φ(Β -- Εξ καὶ Εκ) ξ- 2αχ--β, ὁπότε: 1) α”0 καὶ {() -»0 ----- 


-«- 2αχ{β.0 ὩἙ κΧ-»-- Β 


; Ξ β ᾱ- 
ο Γ γνησίως αὔξουσα ἐν (-- 2α” «ορ καὶ ἄν 


Όσο κν χ« ες -. { γνησίως φθίνουσα ἓν {--ο, - Ὄ 
2 ἵ 2 


2 α-«θκαὶ (10 ο κς-- β 


πλμι Γ γνησίῶς αὔξουσα ἐν (--ᾱ, --- ος) καὶ 


2α 


ὂν Ὄκθ εκ ο 5» { γνησίως φθίνουσα ἐν (---ᾱο ο). 


3) Ἐπειδὴ {’ (νι) Ξ:0, τὸ σημεῖον κ----- β εἶναι σημεῖον στασιµότη- 


2α 
τος τῆς ἔ, 
Υγ) Ἔχομεν 2(8 - κ--[-- ο ]καὶ ἐπειδή: Εκ) 5 . {- -ᾱι. -, ὅπου ο 
γ γ ὃ 
Χ-- 
Ύ 
Ξ-. .-. άὐ, θά Έχωμενι ζω---τκς, νχεθ(Ώ. 


ο) 


Θὰ μελετήσωμεν (παρατήρ. 3 ἃ 12.9ἱ) αὐτὴν εἰς ἀνὰ ἓν ὑποσύνολον τοῦ πεδίου ὃ- 


) δ 
ρισμοῦ της, ἤτοι εἰς τὰ ὑποσύνολα (--α, ο : ) καὶ (-- φν χ9) ἀφοῦ «Ὁ(β - 


λες σ.) 


1) 'Ἐὰνο-0--Ε («0 -«Ε Ίνησ. φθίν. ἐν (---, - ὃ) καὶ Ε γνησ. φθίν͵ ἓν (- .. ης, 9) 


2) Ἐὰνοςθ-- (09) 0 --Γγνησ. αὖξ. ἓν (--α, -ᾱ ) καὶ Γγνησ. αὔξ. ἐν (--ᾱ ο). 


--«Ἵ8ε- 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2. Μελετήσατε τὰς ἀκολούθους συναρτήσεις ὡς πρὸς τὸ µονότονον 
αὐτῶν. 

α) ἔ(α) -- 3χ4 -- 5χ2--2, β) (κ) -- νχὲ-2--3 ἱχ| 

᾽Απάντησις. α) Ἔχομεν 2(0) -- Εξ καὶ Ε’() -- 12χΧ0--- 10χ ψχεξ. Εἶναι {0350 ----- 


-«--- α2χὸ -10χ5 0 -«---- κ(όχξ- -5)-- 6 -«-»- α(κ--γ) ( .Υ3) 5» 0. 


5 ἵν 
νο α 0 κα 
--ορ γ: - 6 .σο 


σα Ἔ 


4 
ο λε λν 5 «δι πό Δωμονὸ η 
Άρα Γ{.) 30 ψχε --γ-ς-ο υ ] τι οσο} καὶ ἑπομένως εἶναι Γ γνησίως 
α ο οσυωςθοι τ ε 
φίθνουσα- εἰς ἕκάστον τῶν διαστημάτων ί-- π ο), (Ύ. 19) καὶ προφανῶς 


{ος «0 νψχε (--ᾱ,--γ) υ ία γ) καὶ ἑπομένως { γνησίῶς φθίνουσα εἰς ἕ- 


καστον τῶν διαστημάτων (αγ), (ο ται 
πν 5 1/5 . 
Τὰ σημεῖα 0, --- τ γ Ξ εἶναι σημεῖα στασιµότητος. 


β) Προφανῶς «)({) -- Ε καὶ εἶναι : 


το. --3 ὂν χ 50 
ὁ χ” 2 
[ο -4 ὰ 
4-3 ἂνχςορο 
' 4/12-:2 


καὶ διὰ χΞΞ 0 δὲν ὑπάρχει ἡ παράγωγος τῆς Ε, 
Εἶναι Γ0ς) 350 ψχεΕβ- καὶ Γ(«) «0 νχεΕὶ καὶ ἑπομένως Γ γνησίως αὔξουσα. 
ἐν (---ο, 0) καὶ { γνησίως φθίνουσα ἐν (0, --οο). Σημεῖα στασιµότητος δὲν ὑπάρχουν. 


12. 22 Τὰ κριτήρια µονοτονίας ὡς µέδοδος διά τὴν ἀπόδειξιν 
ἀνισοτικῶν σχέσεων 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1. Ἐὰν α,βεΕ δείξατε ὅτι: 
Ια-β!. ς |α ΙΡ! 

δις να ος ας πε βἠ. αν. ος (Πολυτεχν.) 

Γ1αβΤ 5 Τξ[α[  11ΡΙ ὁ 
᾿Απάντησις. Θεωροῦμεν τὴν συνάρτησιν Ε μὲ τύπον: 

Χ : 

{() τΞ τις και Φ(ῦ ΞΤΕΤ/) (0). 
Χ΄(1 Γκ) --- Χ(1 Γκ)’ α 1 
τα κὸ ο οσα) 
σχε-(Β), ἔπεται ὅτι ἡ ἔ γνησίως αὔξουσα ἐν «ο(ῇ). 


Ἐπειδὴ Ες) -- νχε 2(0 καὶ ἐπειδὴ (0350 


«Ξάθθι.... 


Τότε ὅμως ἂν α, βΕΕ θά εἶναι: 0 Ξ |α-β| 5 [α[ -- ΙΒ καὶ ἑπομένως καὶ {(0) 5 
ςἴ(]α-β|) 5 [ί[α]| --[β/[), ἤτοι: 

ος [α--β| -- ἰα|--[8Ι ία Ιβ/ μαι ο Τρ 

ο αξ]α-βΙ ο Ιεία|--ἰβί  Ἱτα]-[β  α]α[-[β ΙΙ ΙΙΙ 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2. Δείξατε ὅτι: ο 1 -χ-- 


2 ψχεΒ’. 


᾿Απόδειξις. Θεωροῦμεν τὴν συνάρτησιν { μὲ (() Ξεἵ--ἰ--κ--- ᾱ μὲ (0) Ε:. 


Ἡ παράγωγος αὐτῆς εἶναι: Ε’(α) -- εἲ---Ι --κ ψκεκ”. ᾽Αλλὰ γνωρίζοµεν, ὅτι εἳ ᾱ 1 |-κ 
ΨΧΕΚΒ, ὅπου ἡ ἰσότης λαμβάνει χώραν µόνον διὰ χΞ0. (Κατωτέρω βλέπε καὶ ἄλλους 
τρόπους ἀποδείξεως τῆς ϱἳ Ξ 1--κ ψχεβ). 

Κατόπιν τούτων ἢἤ Ε γνησίῶς αὔξουσα ἐν «Ὁ(Ώ καὶ ἑπομένως ἂν χ-50 θὰ εἶναι καὶ 


9 


{6 5 0) -ε-- οἷ--ἵ--κ--- 50, ἤτοι οἳ 1 «κ 


ΝΧΕΕΙ. 


1 
ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 9. Δείξατε ὅτι: 1 -- ο Ἐ ]ομςκ ΨΧΕΕΤ. 


᾿Απόδειξις. ᾿Επειδὴ «)(Β) -- Β: ἀρκεῖ νὰ δειχθῆ ἡ κ---{ 5 χίοσα -ᾱ--»- χίορχ-- 
--κ-ἶ 3 0. Ἐάν {(Χ) -- χίοαχ---χ--ἰ, τότε Τα) -- Ιοςσκ ψχεκ”. 

Ἐϊναι {00750 -«--- Ιοσχ 0 ---»- Ιοµρχ» ]ορί -ἐ--- κ.»ί καὶ συνεπῶς ἡ ἕ ἤνη- 
σίως αὔξουσα ἐν (1, -Γ οο) καὶ ἄρα {ίΧ) 7 {(1) ψχε(!, --ο), ἤτοι χἰορχ --κ--10 ----»- 
1 
------ χΙοαχ Ἕχ-- 1 ----- ἱορχ31-- ο 

᾿Επίσης εἶναι ἔωῴφ«ο0 -- θ«χ-ς 1 καὶ ἐπομένῶς ἡ { γνησίως φθίνουσα ἐν 

1 
(01 ἄραᾶνθ «κ 1 -- (κ) 7 (4) ---Ὁ- Χίοςχκ-- χ-Ι:20 -«-: Ιορκ2»! -- σπ Ἂν 


χΧΞΞ 1, τότε { (1) -- 0, καὶ ἔχομεν ἰσότητα. (Τὸ χ -- | σημεῖον στασιµότητος τῆς ϐ). 


ΠΑΡΑΛΕΙΓΜΑ 4. Ἐάνθσρς ι| καὶ α,βεΒ”, δείξατε ὅτε: 
(α--β)ρ Ξ αρ--βρ 0) 


ν ν γ 
καὶ ἀκολούθως ὅτι: να-βς να-- νΡ νν Ξ 1. 


᾽Απόδειξις. Ἐπειδὴ β -» 0, θὰ ἔχωμεν;: (8) ---»- ( ΐ 3- )ης (ς ὴ 4-1 καὶ ἂν 


ο. ΞΧ, τότε: (κ--1)ρς χρ--ἰ μὲ χεξκ”. Θεωροῦμεν τώρα τὴν συνάρτήσιν Ε μὲ {(κ)-- 
ΧΡ ---(κ--1)ρ καὶ Φ(ῦ - Κ”. 

Ἡ παράγωγος αὐτῆς εἶναι: Ε΄’) ἵ- ρχρ”1 --ρ(Χχ-{ 1)ρ”1 -- ρ(κ”Ἡ --- (κ-ἰ-1)ρ-5) και 
ἐπειδὴ χ-”»0 θὰ εἶναι χρ1 νε (κ-γ1)ρ1, ἀφοῦχς χ-ς! καὶ ρ--ἶ «0 ἐξ ὑποθέσεως. 
Ὡστεδιἁ ρ »θκαὶρ-- { «0 θὰ εἶναι [0 5» 0 νχεΕ” καὶ ἑπομένως Ε γνησίως αὔξου- 
σα ἐν ΕΞ. ᾿Ἐπειδὴ δὲ (90) - 0 θὰ ἔχωμεν: (09) 25 0) νχεξ”, ἤτοι: Χρ ({-Γα)ρ. 
Προφανῶς διὰ ρ -- 0 καὶ ρΞ- { ἔχομεν τὴν ἰσότητα. ΄Ὥστε ἰσχύει πάντοτε (α-ἱ-β)ρ Ξ 
Ξς αρ -- βρ, ὅπου ἡ ἰσότης λαμβάνει χώραν µόνον ὅταν ρ- 0 ἢ ρ-ς- 1 καὶ α,βεξ-. 


ν ν ν 
άν τώρα ν 3 1, τότε Ο---}. «1 καὶ ἄρα γα1βς να -- νβ(α βεκ. 
ν 


-- 70 -- 


12. 23 ᾽Ακρότατα μιᾶς συναρτήσεως (µέγιστον - ἐλάχιστον) καὶ 
µέδοδοι εὑρέσεως αὐτῶν 


Περὶ τῶν ἀκροτάτων (μεγίστου καὶ ἐλαχίστου) μιᾶς συναρτήσεως Ε 
ἔχομεν ὁμιλήσει καὶ ἄλλοτε. Κρίνοµεν σκόπιµον νὰ ἐπαναλάβωμεν μερικὰ 
στοιχεῖα ἀπαρσίτητα διὰ τὴν µελέτην µας. 


Ὀρισμὸς 1. Θὰ Λλέγωμεν, ὅτι ἡ συνάοτησις { ὠὡρισμένη εἰς ἕνα διά- 
στηµα 4, παρουσιάζει εἰς τὴν θέσιν Σε ἕνα τοπικὸν µέγιστον, ἀντιστοί- 
χως ἕνα τοπικὸν ἐλάχιστον, ὅταν, καὶ µόνον ὅταν, ὑπάρχη ἀνοικτὸν διάστη- 
μα (ὁ---ε, ἕ -|- ε) (ε-» 0) ὑποσύνολον τοῦ 4 οὕτως, ὥστε νὰ ἰσχύη [α) ς 
κᾖ[έ), ἀντιστοίχως [ᾳ) ΣΠ) τε(ξ --ε, ἕ -- ε). 

Ὁ πραγματικὸς ἀριθμὸς {ξ) καλεῖται τότε τοπικὸν µέγιστον, ἀντι- 
στοίχως τοπικὸν ἑλάχιστον, τῆς Γ εἰς τὴν θέσιν κ: ξεΔ. 

Τὸ µέγιστον καὶ τὸ ἑλάχιστον (ἐννοοῦμεν πάντοτε τοπικὰ) καλοῦνται 
ἁπλῶς (τοπικἁὰ) ἀκρότατα τῆς Ε ἐν Δ. 

Ἐάν ἡ συνάρτησις ἓ εἶναι συνεχὴς ἐπὶ τοῦ κλειστοῦ διαστήματος 
ία, β], τότε, ὡς γνωστόν, ἀπὸ τὴν θεωρίαν τῶν συνεχῶν συναρτήσεων, 
ὑπάρχουν δύο σημεῖα ξ. καὶ ἕμ ἀνήκοντα εἰς τὸ [α, β] οὕτως, ὥστε : 

ἔξς) -- πήπί(κ) καὶ {5') Ξ- πιαχ[χ), μὲ α Ξκτςβ. 
Προφανῶς : {{δε) Ξ {{κ) νχεία, β] καὶ {{ξ,) 5- {ς9 νχεῖα, β]. 

Ἐπειδὴ ἤ {ξε) εἶναι ἡ µικροτέρα ὅλων τῶν τιμῶν τῆς Ε διὰ χε[α, β], 
«τοῦτο καλεῖται ὁλικὸν ἑλάχιστον, ἑνῶ ἡ (ξι) ἡ ὁποία εἶναι µεγαλυτέρα 
ὅλων τῶν τιμῶν τῆς [ διὰ χε[α, β] καλ,εῖται ὁλικὸν µέγιστον. 

Σχετικῶς μὲ τὰς ποραγῶγισίμους συναρτήσεις ἔχομεν τὴν ἀκόλουθον 
πρότασιν τοῦ Εετπαί. 


12. 24 Πρότασις Εοτπιαί 


Ἐὰν µία συνάρτῃσις ἓ, ὡρισμένη ἐπὶ ἑνὸς διαστήµατος Δ, παρουσιά- 
ζη εἲς τὴν θέσιν χ Ξ ἕ, ὅπου ἕ ἐσωτερικὸν σημεῖον τοῦ Δ, τοπικὺν ἀκρό- 
τατον καὶ ὑπάρχη ἡ παράγωγος Εξ) εἰς τὴν θέσιν χ -- ξεΔ, τότε (6) -- 0. 


᾿Απόδειξις. "Ας ὑποθέσῶμεν ὅτι ἡ ΓΕ παρουσιάζει εἰς τὴν θέσιν χ-- 
ΞΞ ξΕεΔ (ξ ἐσωτερικὸν σημεῖον τοῦ Δ) ἕνα τοπικὸν μέγιστον καὶ ἀκόμη 
ὅτι ὑπάρχει ἡ Γ΄ (6). ᾿Αφοῦ ὑπάρχει ἡ παράγὠγος τῆς Ε εἰς τὴν θέσιν κ -- 
55 ξεΔ θὰ ὑπάρχουν καὶ αἵ πλευρικαί παράγῶγοι αὐτῆς καὶ θά εἶναι ἴσαι. 

Θεώροῦμεν ἕνα ἀνοικτὸν διάστηµα (ξ--ε, ξ--ε) περιέχον τὸ ξ. ᾿Αϕοῦ 
ὑπάρχει τὸ Γ΄(6) καὶ ὑπετέθη, ὅτι εἰς τὴν θέσιν Χ-- ἕεΔ ἔχομεν τοπικὸν 
µέγιστον, καὶ τὸ ἕ ἐσωτερικὸν σημεῖον τοῦ Δ, θἀ εἴναι : 


{0 ς [8) νχείξ ---ε, ξ--ε) 


η 


{(Χ) --- 5) 


Ἐ 0 καὶ ἂν ἕ--ες- 
Χο 


καὶ ἑπομένως, ἄν ἔ «κ «ἕ-ε, θὰ εἶναι : 


«κ ςξ, θά εἶναι : 8 - ΤΘ Ξ- 0. 


κ---ξ 


Καὶ µετοβαίνοντες εἰς τὰ ὄρια θὰ ἔχωμεν: 


Πα ο ϐ «ο. ενος 0 
χ.»ᾶτ0 Χ--ς 
καὶ ρα ο θληκρ, ἓ--0) Σο. 


Χ-»ξ-ο κ-- 8 


᾽Αλλὰ αἶ πλευρικαὶ παράγωγοι πρέπει νὰ εἶναι ἴσαι καὶ πρὸς τὴν (8). 
ὍὭστε ἀναγκαίως: Ε{(8) --0. 
Ὁμοίως γίνετοι ή ἀπόδειξις ἂν ἔχωμεν θέσιν τοπικοῦ ἐλαχίστου. 


Παρατήρησις 1. Κατ’ ἀὀρχὴν ἔχομεν νά παρατηρήσωμεν ὅτι ἕνο ὅλι- 
κὸν µέγιστον ἢ ἐλάχιστον εἶναι καὶ τοπικὸν µέγιστον ἢ ἐλάχιστον. ἑνῶ 
ἕνα τοπικὸν τοιοῦτον δὲν εἶναι πάντοτε καὶ ὁλικόν. 


Παρατήρησις 2. Κοτόὰ τὰς ἐφαρμογὰς πρέπει νό προσέχωµεν ὅταν 
ἐφαρμόζωμεν τὴν πρότασιν Εετμιαῖ, διότι ὁ μηδενισμὸς τῆς παραγώγου εἲς 
ἕνα σημεῖον ΞεΑΔ (ἐσωτερικὸν) δὲν σηµαίνει ἀναγκαίως ὅτι τὸ ἕ εἶναι θέ- 
σις ἀκροτότου. 

Αὐτὸ σηµαίνει, ὅτι ἤ συνθήκη Γ(8) -- 0 δὲν εἶναι καὶ ἱκανὴ διὰ τὴν 
ὕπαρξιν ἀκροτύτου εἲς τὴν θέσιν ΧΞΣεΕεΔ. ᾗῇ 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ. Θεωροῦμεν τὴν συνάρτησιν { μὲ {(κ) -- χὸ καὶ προφανῶς (8) Ξ Π. 
Ὑπόρχει ἡ {(θ) -- 6, καὶ ὅμως δὲν εἶναι θέσις ἀκροτάτου. 

᾽Απάντησις. Πρυφανῶς Ε’(Χ) -- 3χΣ ΨχΕΕ καὶ τότε Ε”(0) -- 0. Εὶς τὴν θέσιν ὅμως 
χΧ-- 0 ἡ συνάρτησις δὲν παρουσιάζει ἀκρότατον, ἀφοῦ ἂν Χι -« Χο μὲ Χι, ΜΕΝ. θά εἶναι 
καὶ (χι) -- 9) καὶ Ἠ συνάρτησις εἶναι γνησίως αὔξουσα. 


Πσρατήρησις 43. Εὶς τὴν περίπτωσιν κατὰ τὴν ὁποίαν τὸ ἕ δὲν εἶναι 
ἐσωτερικὸν σημεῖον τοῦ Δ, ἀλλὰ ἄκρον ἑνὸς διαστήματος, π.χ. [α. β], 
τότε ἡ παράγωγος δὲν μηδενίζεται πάντοτε ἂν καὶ ὑπάρχη ἀκρότατον εἰς 
τὴν θέσιν αὐτήν. Οὕτως εἰς τὴν συνάρτησιν Ε{ μὲ Εἶχ) -- κ καὶ μὲ Δ -Ξ ία, β] 
παρατηροῦμεν ὅτι ἡ παράγῶὠγος Τα) -- ἱ νχε[ία, β] καὶ παρὰ τὸ ὅτι εἰς 
τὸ ἄκρον α ἔχομεν ἑλάχιστον καὶ εἰς τὸ ἄκρον β µέγιστον, ἓν τούτοις ἡ 
παρόγωγος εἰς οὐδὲν σημεῖον τούτων εἶναι μηδέν. 


Παρστήρησις 4. ᾽Ακόμη πρέπει νὰ προσέξῶμεν, ὅτι ἡἦ συνάρτησις ἴ 
εἶναι δυνατὸν νὰ παρουσιάζη εἰς ἕνα σημεῖον τοῦ Δ ὁκρότατον (τοπικὀν) 
καὶ ἐν τούτοις οὔτε κάν νὰ ὑπάρχη ἡ παρόγωγος εἲς τὸ σημεῖον τοῦτο. 


ο ο - 


Οὕτω γνωρίζοµεν, ὅτι ἡ συνάρτησις Ε μὲ {α) --|/Χ| δὲν ἔχει παρά- 
γῶγον εἰς τὴν θέσιν χ-0, παρὰ ταῦτα ἔχει ἐλάχιστον καὶ μάλιστα 
ὁλικὸν εἰς τὴν θέσιν αὐτήν, διότι (κ) ΞΙΧ| 3 6 ψχεΕ καὶ ϐῃις 0 διὰ 
χ -- 0. 


5 
ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ. Θεωροῦμεν τὴν συνάρτησιν { μὲ ἔπ)- 1 - -νκ'. Ὑπάρχειπα- 
ῥράγωγος εἰς τὴν θέσιν χ -- 0. 'Ὑπάρχει ἀκρότατον εἰς τὴν θέσιν αὐτήν; 


5 
᾽Απόδειξις, Πρέπει: 1 --νχξ 3 0 -«--- --ἰΕχςΙ καὶ ἐπομένως: Φ()--[--ἵ, 1. 


Ἡ παράγωγος τῆς Ε εἵναι: ἐν -- -------- : 


ο 
5Υ Ι-νχ. γχ 
Καὶ προφανῶς δὲν ὑπάρχει εἲς τὴν θέσιν χΞΞ 0. 


--- 
Ἐπειδὴ ὅμως εἶναι : γ, --- α/χὲ -ϱ{ νψχε[--, 1] -- {0}, ἔπεται ὅτι (ν «1! 
σχε([--1, 1] --- {0}, ἐἑνῶ διὰ χ -- 0 λαμβάνει τὴν τιμὴν Γ(0) -- 1, η ὁποία ἀποτελεῖ προ- 

φανῶς µέγιστον τῆς Ε εἰς τὴν θέσιν κ -- 0. 


Παρατήρησις 5. Εΐναι ἐπίσης δυνατὸν νὰ μὴν ἔχη ἢἡ συνάρτησις ἕ 
παράγωγον εἲς ἕνα ἐσωτερικὸν σημεῖον τοῦ Δ καὶ εἰς τὸ σημεῖον αὐτὸ νά 


3 
μὴν ἔχη οὔτε ἀκρότατον (τοπικὀν). Οὕτως ἢ συνάρτησις { μὲ {1) -- νκ 
μὲ Δ -- [--Ι, -Ι-1] δὲν ἔχει παράγὠγον εἰς τὸ σημεῖον χ Ξ ξ Ξ- 0, ἐσωτερικὸν 


τοῦ Δ- [--ἰΙ, --]Ι, ἀφοῦ Γ(Ὁ - δα σχε[---ἰ, -1] -- 0), ἀλλὰ εἰς τὸ 
3ΥΧ” 

σημεῖον τοῦτο οὔτε µέγιστον οὔτε ἐλάχιστον (τοπικᾷ) ἔχει, διότι, ὥς εἶναι 

ἀμέσως φανερὸν εἰς τὸ [---1, -ΕΙ], ἡ Ε εἶναι γνησίως αὔξουσα. 


12. 25 Νέδοδοι εὑρέσεως τῶν ἀκροτάτων (τοπικῶν) μιᾶς συν- 
αρτήσεως καὶ αἱ σχετικαὶ προτάσεις 


Ἡ εὕρεσις τῶν ἀκροτάτων (τοπικῶν) μιᾶς συναρτήσεωῶς Ε ἀπαιτεῖ 
ἐξαιρετικὴν προσοχἠν καὶ πλήρη γνῶσιν τῶν σχετικῶν προτάσεων. 

Τὸ θεώρημα τοῦ Εειπιαΐ μᾶς παρέχει τὸ πρῶτον βῆμα. Διότι ὢν ἢ ἑ 
εἰς ἕνα διάστηµα Δ ἔχη ἀκρότατον καὶ εἶναι παραγῶγίσιµος εἰς τὸ ἐσωτερι- 
κὸν σημεῖον ἕ τοῦ Δ.,τότε ἡ Γ΄ θὰ μηδενίζεται εἰς τὸ ξ. ᾽Αλλὰ τοῦτο ση- 
µαίνει ὅτι θὰ πρέπει νὰ ἀναζητήσωμεν ἀκρότατα μεταξὺ τῶν ριζῶν τῆς 
Γ(9) -Ξ 0 ἐν Δ. 

Ἐΐναι φανερόν, ἀπὸ τὰ παραδείγματα τὰ ὁποῖα ἀναφέραμεν προηγουµέ- 
νως, ὅτι τὰ σημεῖα διὰ τὰ ὁποῖα ἠἦ Ε ἔχει ἀκρότατα εἶναι : 

α) ᾿Εκεῖνα διὰ τὰ ὁποῖα ὑπάρχει ἡ Ε΄ καὶ γίνεται μηδέν, καὶ 


ο 


β) Ἐκεῖνα διἁ τὰ ὁποῖα δὲν ὑπάρχει ἡ {’. 

Τὰ σημεῖα αὐτά λέγονται καὶ κρίσιμα σημεῖα τῆς {. 

Ὑπενθυμίζομεν, ὅτι ἤ πρότασις τοῦ Εετπιαί εἶναι µία ἀναγκαία συν- 
θήκη, ὄχι ὅμως καὶ ἱκανή, δηλαδἠ ὁ μηδενισμὸς τῆς παραγώγου εἲς τὸ 
ξεΔ δὲν σηµαίνει καὶ τὴν ὕπαρξιν ἀκροτάτων εἲς αὐτό. 


12. 26 Μέδοδος πρώὠτπ τῇ 6οηθεία τῆς πρώτης παραγώγου 


Η ἐφαρμογὴ τῆς πρώτης μεθόδου στηρίζεται εἰς τὴν ἀκόλουθον πρό- 
τασιν. 


ΠΡΟΤΑΣΙΣ 1. Θεωροῦμεν τὴν συνάρτῃσιν ἓ συνεχῆ εἰς ἕνα διάστηµα Δ 
καὶ παραγωγίσιµον εἰς κάθε σημεῖον τοῦ διαστήµατος τούτου καὶ σημεῖον 


δι 5 


ξεΔ εἰς τὸ ὑποῖον ὑπάρχει ἢ ὄχι ἡ παράγωγος τῆς ἴ, τότε ἰσχύουν : 
α) ἔ) Σ 0 σχε(ξ --ε, δ) καὶ ἔ(κ) «θ νχεί(ξ, δ-Γε) -- (5) -- πιαχὲ 
ϱ) (3 «0 σχείξ-- ε, δ) καὶ Ε(κ)-» 6 νχεί(ξ, ξ--ε) -- (Εξ) Ξ- πιπ!. 


᾿Απόδειξις τοῦ (α). Ἔστω Επ τ 0 ψχεί(ξ--ε,ξ) καὶ 0 «0 
Ψχεί(ξ, ξ--ε) -- {{ξ) -- πιαχΕ. 

᾿Αφοῦ [020 ψχε(ξ--ε,ξ) καὶ Ες -«Ο νχε(ξ,ξ--ε) --  γνη- 
σίως αὔξουσα ἐν (ξ---ε, ξ) καὶ ἔ γνησίως φθίνουσα ἐν (ξ, ξ--ε) καὶ ἔπο- 
µένως, {α)«Πξ) νχε(ξ--ε, ξ) καὶ {(κ) ««{{δ) νχε(ξ, ξ--ε), ἥἤτοι Εκ) {δ) 
σχε(ἕ--ε, δ) ω (8, ἔ--ε). ᾽Αλλὰ ἡ ἓ εἶναι συνεχἠς νχε(ξ ---ε, ξ--ε) καὶ 
ἑπομένως λαμβάνει κάθε τιμὴν μεταξὺ δύο οἰώνδήποτε τιμῶν αὐτῆς συν- 
επῶς (0) κ Π8) ψχε(ξ---ε, ἔ--ε) καὶ ἄρα 6) ξ- πιαχῇ, 

"Ὁμοίως γίνεται ἤ ἀπόδειξις καὶ τοῦ (β). 

Κατόπιν τῶν προηγουμένων ἀκολουθοῦμεν τὴν ἑξῆς πορείαν διὰ νὰ 
εὕρωμεν τὰ ἀκρότατα μιᾶς συνεχοῦς καὶ παραγωγισίµου συναρτήσεως {, 


Ἡρῶτον. Ἐὐρίσκομεν τὴν παράγωγον Ε΄ τῆς ἴ, 


Δεύτερον, Εὐρίσκομεν τὰς πραγματικὰς ρίζας τῆς ἐξισώσεως {--0 
καθὼς καὶ τὰ σημεῖα εἲς τὰ ὁποῖα δὲν ὑπάρχει ἡ παράγωγος. 
Δηλαδὴ εὑρίσκομεν ἐν συντοµίᾳ τὰς κρισίµους τιμὰς τῆς Γ ἓν Δ. 


Τρίτον. Μελετῶμεν τὸ πρόσηµον τῆς Ε΄ διὰ τιμὰς τῆς ἀνεξαρτήτου µε- 
ταβλητῆς ἑκατέρωθεν ἑνὸς κρισίµου σημείου. Εάν ἡ Γ΄ ἔχη σταθερὸν πρό- 
σηµον ἑκατέρῶθεν τοῦ κρισίµου σημείου, τότε ἡ { δὲν παρουσιάζει ἀκρό- 
τατον εἰς τὴν θέσιν αὐτὴν τοῦ κρισίµου σημείου. Ἐὰν ὅμως ἀριστερὰ 
αὐτοῦ εἶναι θετικἠ καὶ δεξιὰ αὐτοῦ ἀρνητική, ὑπάρχει εἰς τὴν θέσιν αὐτὴν 
τοῦ κρισίµου σημείου τοπικὸν µέγιστον. Ἐνῶ ἂν ἀριστερά αὐτοῦ εἶναι 


πα 


ἀρνητικὴ καὶ δεξιὰ θετική, τότε εἲς τὴν θέσιν αὐτὴν παρουσιάζει τοπικὀν 
ἐλάχιστον. 
Τέταρτον. Εὐρίσκομεν τὸ µέγιστον ἢ ἐλάχιστον ὑπολογίζοντες τὴν 
(ἀριθμητικὴν) τιμὴν τῆς ἴ, θέτοντες ὅπου χ τὴν ἐν λόγῳ κρίσιµον τιμήν. 
Παρατήρησις 1. Ἐὸν αἱ ρίζαι τῆς {΄ -- 0 εἶναι µιγαδικοί, δὲν ἔχομεν 
ἀκρότατα. 
ἩΠαρατήρησις 2. Συνήθως καταστρώνοµεν καὶ σχετικὸν πίνακα. 
Παρατήρησις 3. Ἡ μέθοδος λέγεται καὶ πρῶτον κριτήριον εὐὑρέσεως 
ἀκροτάτων τῆς Ε, 
ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1. Εὔρετε τὰ ἀκρύτατα τῶν ἀκολούθων συναρτήσεων (βασικῶν): 
α) {(α) Ξ- αχ--β/α,βΕεΒ, α 0 ͵ 


β) (9) Ξ- αχ’ Γβα-ΓΥ/α, β,΄ Ίεβ,α”θ 
«] πο -- οκ Έβκς ΕΊΓα, β,ΤεΕ, αἜ Ὁ 


δα) - νε /α,β.γ, δεΕ, Υ 0, αδ---βΥ - 


. ᾿Απόντησις. α) Ἔχομεν «Φ(Ε) -- Ε καὶ Ε) Ξα καὶ ἄρα δὲν ὑπάρχει ρίζα ἓν Ε 
τῆς { (3) -- 0, ἑπομένως ἡ Ε στερεῖται ἀκροτάτων. 
Εϊναι δὲ: 


πιο) --- πι [κα - «-)] ο τρ, (α ο. ) 


χων τος Χ-» του Χο χ.ντου 


|»--οοᾶνα -0 /-»---οο ἄν ο -0 
ο μα) α-- καὶ Ιἶπι (ος 
-»-.οοᾶνα-οθ ιο ὂνΓοο ᾶνα- 0 


Β) Εἶνοι Φ({) -- Ε καὶ [09 -- 2αχ--β. 
Αἱ ρίζαι τῆς ἔ(α) Ξ.0 εἶναι: κ εδ 


2α 


᾿Ἐξετάζοµμεν τὸ πρόσηµον τῆς Ε΄ ἑκατέρῶθεν τοῦ --- 


| ἔσπτ-0 διὰ χτ- --- 


2 . 
Ἐὰν α 3», τότε | . , ἄρα τὸ ε{-- ας) -- παπί, ἥτοι: 
ὠ «Οδιὸόχ«ςκ-- δα 
ἷ 4αή --- β" β 
πια - διά ον ομκαμαν 


| (9) 50 διά κκ --- 


Ἐάν α« 0 τότε: ' Ῥ , ἄρα τὸ {-- ο) Ξ πιαχΕ, ἤτοι: 
[σῶ «ο διὸ κ ο 
ῥόν οκ. διά ο πο 


4α 2α 


κα ο 


/ὸ Έο ἄνα 0 
Ἐπειδὴ Ιπι {(χ) -- (σημα) Ιἶπῃι κ -- 4 
ΣΤΟ α-»Ἴσο. Χα. ο ἂνα-ς-οθ 


μου ἂν α 0 
καὶ ὁμοίως Ηπιί(χ) - ώ 
ελεος λα. ἂνα-ο 


Τὸ εὑρεθὲν ἀκρότατον εἲς ἑκάστην τῶν ποριπτώσεὠν/α -» θκαϊα «0 εἶναι ἀπόλυτον. 


Υ) Εΐναι Φ(Γ) Ξ ΕΒ καὶ Γ/08) Ξ- 4αχ»--2βχ. 


Αἱ ρίζαι τῆς Ε(χ) Ξ 0 εἶναι: χι - 0 καὶ Χο,ᾳ Ξ- -- γ- Σ ἐὰν -- ας Ξ0. 


Ἐὰν --- ας «0 δὲν ὑπάρχει ἄλλη ρίζα πραγµατικἡ ἑκτὸς τῆς χ-Ξ0, 
Ἑπομένως ἔχομεν : 

1) ᾿Εὰν α,βεΕΞ µία µόνον ρίζα, ἡ ΧκΞ0 

2) Ἐὰν α, βΕΕ- µία µόνον ρίζα ἡ χο 


3) Ἐὰν αβ «0 τρεῖς ρίζαι αἱ χ-- 0 καὶκχ-- -- τν. ες 


4) Ἐὰν βΞ0 µία µόνον ρίζα ἡ κ -- 0 (τριπλΏ). 

Μελετῶμεν τώρα τὸ πρόσηµον τῆς {΄ ἑκατέρωθεν τῶν ριζῶν της διὰ νὰ καθορί- 
σῶμεν τὸ εἶδος ἀκροτάτων. 

Ταὔῦτα συμπεραίνομεν ἀμέσως ἐκ τῶν ἀκολούθων πινάκων. 


δε ασο 
Ε(Ο0)ΣΥ 


ὁλ. ἐλαχ. 


ο ολο ο-- μμ 


ο τά 


τοπ. ἔλαχ΄ 


ιά ἂνα--θ 


Ὑπενθυμίζομεν ὅτι: [πι Γ(χ) -- 
κ-» 9ο ο ο ὄνα«-θ 


᾿Απὸ τοὺς πίνακας αὐτοὺς συμπεραίνοµεν: 
1) Ἐὰν α, βεΚΊ ὑπάρχει ὁλικὸν ἐλάχιστον τὸ Υ διὰ κχ-- 0. 


2) Ἐὰν α, βεΕ- ὑπάρχει ὀλικὸν µέγιστον τὸ Υ διά κ-Ξ 0. 


4αγ --- β' 


3) Ἐὰν α 0, β-«-« 0 ὑπάρχουν τοπικἁ ἀκρότατα τά: -- -. τοπικὸν ἐλάχι- 


στον διὰ χΞ- -- γ --ᾱ καὶ Υ τοπικὸν µέγιστον διὰ χΞ 0. 


4αΥ --- βὴ 


4) Ἐὰν α «0 καὶ β » 0 ὑπάρχουν τοπικἁ ἀκρότατα τά: τς τοπικὸν μέ- 


γιστον διά χ- -- γ- ν καὶ Υ τοπικὸν ἑλάχιστον διά κ -- 0. 


5) Ἐὰν β-- 0 καὶ α -» 0 προφανῶς ὑπάρχει ὁλικὸν ἐλάχιστον τὸ Υ διὰ χΞΞ 0 καὶ 
ὃν α «0 ὁλικὸν µέγιστον τὸ Υ διὰ χ -- 0 [Πίνακες (1), (2). 


ὃ αδ --- βΥ 


ὃ) Προφανῶς 3 () -κ-- [-- . Η ϱ() -- οσον φ0 καὶ ἑπομένως ἡ 


Ε δὲν ἔχει ἀκρότατα. 


μα. ο ες 
ΠΑΡΑΛΕΙΓΜΑ 2. Νὰ εὑρεθοῦν τὰ ἀκρύτατα τῶν ἀκολούθων συναρτήσεων: 


3 
α) {α) --(α--2) 1» β) ἴα) -- 2συν - --3ᾶσυν : 


2 5 Φ σ« α 
η (ῶ- δν δ) {(κ) -- Ὁ μὲ κεί, --0)/νεΝ. 
Ἆ--χ ἂν χ.ν1 Χ 


᾽Απάντησις. α) Προφανῶς «Φ(β) - Κ. Ἡ παράγωγος εἶναι : 


Φ 
2 κ 2χ---4 Ξχ--4 
{ο - νχὰ-- α--2)-- πρ ασ ἀπ, 
3νκχ 4/χ 3ψχ 3ν/χ 
Αἱ ρίζαι τῆς Γ(Χ) -- 0 εἶναι χ- ον καὶ τὸ σημεῖον χ -- 0 σημεῖον ἀσυνεχείας 


5 
τῆς πρώτης παραγώγου (δὲν ὑπάρχει ἡ Γ΄]. 


- α ολα ; 4 : 
Ώστε κρίσιμα σημεῖα εἶναι τά: χ- σσ Καῑχ-- 0. 


᾿Εξετάζομεν τὸ πρόσηµον τῆς Ε΄ ἑκατέρωθον τοῦ σηµείου κ -- 


4 
Ἔχομεν: Ε{α) 3» 0 διὰ χ ον καὶ [α) «Οδιάθ«ςςχ« τς «Κατόπιν τούτου εἰς 


5 


τὴν θέσιν χ - -- ὑπάρχει ἕνα τοπικὸν ἐλάχιστον τό : 


8 8 
4 4 4 }ὲ 6 16 
(ος πας --2) γ{ 5 ) κα. γα. 
᾿Αφ᾽ ἑτέρου διὰ τὴν θέσιν κΞ 0 παρατηροῦμεν ὅτι διὰ χ««0 ἔχομεν (()-»0 


καὶ διὰ χ.»0, ἀλλὰ χ« -ᾱ ἔχομεν Εκ «0 δηλαδὴ εἰς τὴν θέσιν χΞ 0 ἔχομεν 


ἕνα τοπικὸν µέγιστον. Τὸ µέγιστον εἶναι τὸ {0) -- 0. 
Προφανῶς ἢ Ε εἶναι συνεχἠς ΦΨΧΕΕ καὶ εἶναι ἁμέσως φανερὸν ὅτι Ἠπι(κ) ς- -ἵ-σο 


χ.ν Γθοο 


καὶ Ηπη((ς) -- ---οο, 
α-»--θο 


Εἶναι εὔκολον νὰ γίνη γραφικὴ παράστασις αὐτῆς. 


β) Προφανῶς «Ὁ() - ΕΒ. Διὰ τὴν ἁπλούστευσιν τοῦ λογισμοῦ θέτοµεν 3- Ξφ 


καὶ λαμβάνοµεν : σ(ᾳ) -- 2συνὸφ --2συν2φ. 

Ἐπειδὴ ἡ σ εἶναι περιοδικὴ μὸ περίοδο 2π θὰ τὴν ἐξετάσωμεν εἰς ἕνα διάστηµα 
μιᾶς περιόδου [---π, π]. 

Διὰ τὴν συνάρτησιν λοιπὸν σ μὲ σίφ) - 2συν3φ--Άσυνζφ καὶ «Όί(σ) -- [---π, π], 
ἔχομεν τὰ ἀκόλουθα : 

α) Ἡ σ εἶναι παντοῦ συνεχἠς ἐν .Ὁ(σ) 

β) σ(-π) --σί) -ι 

Εὐὑρίσκομεν τὴν σ᾿ ἡ ὁποία εἶναι : 


, 5 Φφ 
σ΄) -- --- όημὰφ --- όημ2φ -- ---12ημ π- συνρήςο. 


5 μ : Ἂ 
Αἱ ρίζαι τῆς σ’(φ) -- 0 εἶναι µόνον αἱ ρίζαι τῆς ημµ τν 50, ἀφοῦ εἰς τὸ ἀνοικτὸν' 


αεπηοι --- 


: ᾽ η 5 ς 
διάστηµα (---π, π) εἶναι πάντοτε συν ΄ 3Ε0. Αἱ ρίζαι τῆς ηµ τς. --Ξ 0 εἰς τὸ ἀνοικτον 


2 ας ες 4π 2π 2π 8 ἀπ 
διάστηµα {---π, π) εἴναι αἱ: Φις -- ει. φ.ς- --- πο ΦφΙΞ 0, φι -- ει καὶ Φς τα 
ὦ «ο 2 ς 2 « 
(.99οῦ 5 Έμπ - --τς- καὶ -πς τς πδιἁ µ ----ὃ,--]ν ο, 1ν2).) 


Κατόπιν τῶν ἀνωτέρω καὶ διὰ νἁ καθορίσωµεν τὸ πρόσηµον τῆς σ’ ἑκατέρώθεν 
ἑκάστης τῶν ριζῶν της καταστρώνοµεν τὸν ἀκόλουθον πίνακα. 


το 
η 
Γ.Ν 
Β 


5 5 8 
σ΄| ᾱ-- π σι ευ ᾖῥ - ια πας 
σ  5συν ον --δσυνα. ο 5 ἃς «συν «κου 1 


[1 2 5 κ νά Ἂ ἄ 5 Ἂ 


Ἔϊκ τοῦ ἀνώτέρω πίνακος ἔχομεν τὰ ἀκόλουθα συμπεράσματα : 
1) Διά φ -- «Επ-Γ2Κκπ] ΚεΖ ἔχομεν τοπικὸν ἑλάχιστον τὸ 1, ἤτοι διὰ κ -- 12Κπ1:π. 


2π 5-1 


4 3 9 ὃ ς 
2) Διὰ ϕΞ -- Ξ Ἑ2κπ]|κεζ ἔχομεν τοπικὸν µέγιστον τὸ ὅσυν --- --5 


ὦ) 4 
ἤτοι διὰ χ-- 12έπ1- --ᾱ 
2 α 
3) διὰ φ -- --- Ξ Ἐ2κπίΚεΖ ἔχομεν ὁλικὸν ἐλάχιστον τὸ --5συν Ξ Ξ- ----Ὀ «σα. 


(ἀφοῦ --δσυν . « ), ἤτοι διὰ χ -- 12Κπ --- . 


8) Διὰ φ -- 0-Γ2Κπ| ΚεΖ ἔχομεν ὁλικὸν µέγιστον τὸ 5, ἤτοι διά κ -- 12Κπ. 
}) Προφανῶς Φ(Β) Ξ ΕΚ. Ἡ παράγῶγος τῆς Ε εἶναι : 


Αχ ἂν χς 1 


Γ(Ὁ - 
Φ Μν ἂν χ.»1 


καὶ ἡ παράγωγος εἰς τὴν θέσιν κ ς- { ἀποδεικνύεται ὅτι δὲν ὑπάρχει, διότι 


αι δ-τ. µπ 2-2. Ἶπ κὺ 4, 


χ-»[-ο Χ--ἴ κ-ρ[--θ Χ --- κ. »Ι--θ 
ἐνῶ πι Φα κα,. µν ὀπσχεξι κα νο, 
χ.ΡΙ40 Χ--ἶ χ.ο Χ--ἶ κ-»ΙΕΟΧ--1 


ἝὭστε θὰ ἐξετάσωῶμεν τώρα τὶ συμβαίνει εἰς τὰ κρίσιµα σημεῖα, δηλαδἡ ἐκεῖνα διὰ 
τὰ ὁποῖα Γ()--0 καὶ ἐκεῖνα διὰ τὰ ὁποῖα δὲν ὑπάρχει Ἡ Ε΄. Αὐτὰ εἶναι τὰ κ--0 καὶ χΞ1. 
Παρατηροῦμεν ὅτι διὰ θ« χς 1 εἶναι ((ϱ 30 καὶ διὰ Χ «0 εἶναι Γ (κ) «0 καὶ 
ἑπομένῶς διὰ χΞ 0 παρουσιάζει τοπικὸν ἐλάχιστον τὸ {(0) Ξ 0. Διὰ ΧΞ 1 θά ἔχωμεν 
ἕνα τοπικὸν µέγιστον, διότι διὰ 0 «χ-«- 1 εἶναι (9) --06 καὶ διὰ χ;» 1 εἶναι ἔ09 «0. 
Τὸ µέγιστον εἶναι τὸ {(1) -Ξ 2. 
κ ωανδεςς σε. πα 


δ) Ἔχομεν Θ0 -- (0, Ί-αϱ). Ἐπειδὴ Επ .. 


-- μις 


τς ἐς απο ὃ αἱ ρίζαι τῆς Γ΄) --0 εἶναι χξ-ν. ᾿Επειδὴ Γ() 0 διὰ χ.»ν καὶ 


πντα 


Ε(ς «0 διὰ θ-«χ«ν, ἔπεται ὅτι ὑπάρχει ἐλάχιστον διά χΞ ν καὶ εἶναι τὸ ἔ(ν) -- 


γ 


12. 27 ΝΙέδοδος δευτέρα τῇ δοηδεἰᾳ τῆς δευτέρας παραγώγου 
Β καὶ δεύτερον κριτήριον προσδιορισμοῦ ἀκροτάτων 


Διὰ τὴν ἐφαρμογὴν τῆς δευτέρας μεθόδου τοῦ προσδιορισμοῦ τῶν 
ἁἀκροτάτῶων μιᾶς συναρτήσεως Ε στηριζόµεθα εἰς τὴν ἀκόλουθον πρότασιν, 


ΠΡΟΤΑΣΙΣ,. ᾿Εὰν µία συνάρτησις ἴ ὠρισμένη καὶ συνεχἠς εἰς ἕνα ση- 
μεῖον ξεζ(Ώ, ἔχη πρώτην παράγωγον (κ) καὶ δευτέραν ἔ (αχ) συνεχεῖς 
τὴν θέσιν κ ξε(Ώ καὶ εἶναι (5) Ξ 0 καὶ [(ϐ) 50, τότε ἰσχύουν : 

α) (6 «0 -- Ι(8) Ξ- πιαχῖ (τοπικόν). 

ϱ) Γ (1-0 -- ((ξ) -- πιπί (τοπικόν). 


᾿Απόδειξις τοῦ (α). Ἔχομεν ἐξ ὑποθέσεως (8) -- 0, "Ας ὑποθέσωμεν, 
ὅτι Ε (8) «0. ᾿Επειδὴ Ε΄ ὑπετέθη συνεχἠς εἲς τὴν θέσιν χ-- ξεῶ(ἢ, 
ἔπετοι ὅτι ὑπάρχει περιοχἡ (--ε, ἔ--ε)ς «Φ(Β) οὕτως, ὥστε ««Ὁςθ0 
Ψχεί(ξ στ Εν ξ-γε). 

᾽Αλλὰ ἐπειδὴ ἡ Γ΄ εἶναι ἢ πρώτη παράγωγος τῆς Ε’, θὰ ἔχωμεν : 
Γς) «θψχε(ξ--ε, ξ--ε) -- Ε΄ γνησίως φθίνουσα ψχε[ξ---ε, Ε] καὶ Ε΄ γνη- 
σίως φθίνουσα σχε[ξ, ἔ--ε] κοὶ ἑπομένως Εο 5 (8) -- 0 νχε(ξ-- ε,ξ 
καὶ (ο κ (δ) -- 0 σχε[ξ,ξ-Γε), ῄτοι Γ(« ΞθΟψχείξ--ε,ξ]καὶ[οῶςο 
νχε[ξ, ξ--ε). 

Αὐτά ὅμως σημαίνουν Γ1 ἓν (ἕ ---ε, ξ] καὶ Εν ἓν [Ε, ἔ--ε), δηλαδὴ ἴχ)ς 
ς ΠΕ) νχε(ξ---ε, δ] καὶ [κ) Ξ 6) νχε[ξ, ξ-Γ6) καὶ τελικῶς {) 5 8) 
Ψχε(ξ ---ε, ἕ-ἷ-ε), ποὺ σηµαίνει ὅτι ἡ Ε ἔχει εἰς τὴν θέσιν χΞ- ἔ τοπικὸν 
µέγιστον τὸ {68). 

Ομοίως γίνεται καὶ ἢ ἀπόδειξις τοῦ (β). 

Ἐὰν συµβαίνη νὰ εἶναι Ε΄ (8) -- 0, τότε ἢ συνάρτησις εἰς τὸ σημεῖον 
ἕ δύναται νὰ ἔχη ἀκρότατον ἢ καὶ ὄχι. Τότε διὰ τὴν περίπτῶσιν αν 
ἐφαρμόζομεν τὴν πρώτην µέθοδον. 

Κατόπιν. τῶν προηγουμένων ἀκολουθοῦμεν τὴν ἑξῆς πορείαν πρὸς 
ἐφαρμογὴν τῆς δευτέρας μεθόδου. 

Ἐργασία πρώτη. Εὑρίσκομεν τὴν Ε΄ καθὼς καὶ τὰς ρίζας τῆς Εκ) -- 
ἐννοεῖται τὰς πραγµατικάς. "Ας εἶναι ξεξ. µία ρίζα τῆς Ε{058 -- 0. 

Ἐργασία δευτέρα, Εὑρίσκομεν τὴν Ε” καὶ τότε ἄν : Ε΄ (8) 5ὰ 0 ὑπάρχει 
εἰς τὴν θέσιν χ-- ξ ἀκρότατον τῆς ἔ. 

Ἐὰν Ε΄ (6) 75 0, τότε εἰς τὴν θέσιν ΧΞ- ξ ἔχομεν τοπικὸν ἐλάχιστον. 


40 - 


Ἐὰν Γ’(8) «Ο, τότε εἲς τὴν θέσιν χ-- ἔ ἔχομεν τοπικὸὀν µέγιστον. 

Ἐὰν ὅμως Ε΄ (ϐ) --0, τότε ἐφαρμόζομεν τὴν προηγουµένην µέθοδον. 

Εἰς τὴν τελευταίαν περίπτὠσιν ἰσχύει ἀκόμη τὸ ἀκόλουθον συμπέρασμα 
τὸ ὁποῖον προκύπτει δι’ ἐφαρμογῆς τοῦ τύπου τοῦ Ταγίοτ ποὺ θἀ εἴδωμεν 
κατωτέρω. Τὸ λαμβάνομεν χωρὶς ἀπόδειξιν, ᾿Εὰν ὑπάρχουν αἱ παράγωγοι 
τῆς Ε μέχρι καὶ τῆς τάξεως ν καὶ εἶναι Ε(Σ) -- Ε΄ (8) --...-- ἔο-τ(Ε) -- ο, 
ἐνῶ ΓΟ6) πε, τότε ἂν ν Ξ 2λ-Γ1 λεν ἡ Ε δὲν ἔχει ἀκρότατον εἰς τὴν 
θέσιν χ -- ἔ, ἐνῶ ἂν ν -- 2λ|λΕεΝ καὶ συγχρόνως εἶναι {(ή(Ε) 5» 0 ἢ Ε ἔχει 
εἲς τὴν θέσιν χ -- ἕἔ, τοπικὸν ἐλάχιστον, ἐνῶ ἂν Ε{9(ξ) «0 ἢ Εἔχει εἲς τὴν 
θέσιν χ -- ἔ, τοπικὸν µέγιστον. 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1. Εὔρετε τὰ ἀκρότατα τῶν ἀκολούθων συναρτήσεων: 


α) (κ) Ξ 2χὸ - -18χ7-Γ48χ ---14 δ) (κ) Ξ χΙιοςχ 
Ι 

ϱ {0-α--θῖ ϱ ἴα- η 

Υ) κ) Ξ- χε στ) Γα) - χν 


᾿Απάντησις. α) Προφανῶς «Ὅ(ῇ) -- ΕΒ καὶ συνεχὴς ΨχΧΕΕ. 

Ἡ παράγωγος εἶναι : Ε΄ (Χ) -- 6χ” ---36χ-:-48. 

Αἱ ρίζαι τῆς Γ΄) Ξ- 0 εἶναι: Χι-- 2 καὶ ΧοΞ 4. 

Ἡ δευτέρα παράγωγος εἶναι: Ες) Ξ 12χ--- 36. 

Ἐπειδὴ Ε’ (2) ----ἴ2 «0, ἡ συνάρτῆσις εἲς τὴν θέσιν χΞ 2 παρουσιάζει µέγι- 
στον, τὸ ὁποῖον εἶναι : [(2) Ξ- 26. 

Ἐπειδὴ Ε’(4) Ξ 12:50, ἡ συνάρτησις εἰς τὴν θέσιν χΞξ 4 παρουσιάζει ἐλάχιστον, 
τὸ ὁποῖον εἶναι : {(4) -- 18. 

Ἐπειδὴ τοῦ κ --» -οο, Γ(Χ) --» -Γ ο0 (ἀντιστοίχως), ἔπεται ὅτι τὰ εὑρεθέντα ἀκρότατα 
εἶναι τοπικά. 


β) Ἔχομεν «() -- ΕΒ καὶ συνεχἠς ψχεΚξ. 

Ἡ παράγωγος εἶναι (κ) -- Τ(κ--- 18. Ρίζαι τῆς Ε690 -- 0 µόνον ἡ κ. 

Ἡ δευτέρα παράγωγος εἶναι: ΓΕ’ (Χ) -- 42(Χ --- Ι)ό, διὰ τὴν ὁποίαν εἶναι Γ΄ (1) --θ 
καὶ ἑπομένως θὰ ἐφαρμόσωμεν τὴν πρώτην µέθοδον. 

Ἐπειδὴ ὅμως διὰ χ-» { εἶναι (04) 30 καὶ διὰ χ «1 εἶναι καὶ πάλιν Ε (κ) -»0, 
ἔπεται, ὅτι ἡ Εἓ δὲν ἔχει ἀκρότατα. (Ώς θὰ εἴδωμεν εἶναι σημεῖον καμπῆς). 

Εἰς τὸ ἴδιον συμπέρασμα φθάνομεν ἂν λάβωμεν τὰς παραγώγους μέχρι καὶ τῆς 
{(1) καὶ εὑρίσκομεν ὅτι {Ε(Χ) -- ο-Ε0 καὶ ἐπειδὴ ὁ 7 εἶναι περιττός, ἡ Ε στερεῖται ἀκρο- 
τάτων. 

Ἐὰν εἴχομεν τὴν Ε(κ) -- (κ --- 123, τότε Ες) -- 4(χ --- 123 Ες) -- 12 -- λεω -- 
Ξ- 24(κ---1) καὶ {(0(ὰ) -- 24 καὶ εἶναι: { (1) -- Ε1) -- Εα) --ο, ἑνῶ ΓΚΑ(Ι) -- 24 --0, 
Ἐπειδὴ ἐδῶ εἶναι Γ901) -- 245 0 ἔχομεν εἰς τὴν θέσιν χΞ- | τοπικὸν ἐλάχιστον τὸ 
ὁποῖον εἶναι τὸ ΓΠ1) -- 0, 


Υ) Διά νὰ ὁρίζεται ἡ συνάρτησις πρέπει: «2()) -- Β»'. Ὁ τύπος τῆς Γ γράφεται 
καὶ ὡς ἑξῆς : {(κ) -- εχίοεκ, 
Ἡ πρώτη παράγὠγος εἶναι: Ε’() -- οχἰορπ(χ]ορχ) -- χ"(1 --Ιορχ). Αἱ ρίζαι αὐτῆς 


εἶναι αἱ ρίζαι τῆς 1--ορχΞ0 --- Ίοχς- 1 «κ --. 


ο 


Ἡ δευτέρα παράγῶγος εἶναι: Γ0) -- ο) -Γἰοςκ) -χ "(1 --Ιορχ)΄ -- ΧἩ({ --Ιορχ)ξ-- 


1 


μχὶ .. 


Ἔχομεν: ( : )- ο(-- ) 50 καὶ ἑπομένως εἰς τὴν θέσιν χ -- υ.ὴ 
ϱ 


μ 
Να 


παρουσιάζει τοπικὀν ἐλάχιστον, τὸ ὁποῖον εἶναι : “( ' . -- 1 
6 ο 


ὃ) Προφανῶς Φί(8 -- ΕΣ καὶ συνεχἠς νχεβ(Ώ. 
Ἡ πρώτη παράγωγος εἶναι; Εσα Ξ- 1-ΕΙοβχ. 


Αἳ ρίζαι της εἶναι: χ5 . 


μα. 


με ὁ 5 ον 1 ν δε 
Ἡ δευτέρα παρόγὠγος εἶναι Ε'(Ἠ) - ον καὶ ἐπειδὴ ( : 
υ 


π) Ξς 0, ἔπεται. 
ς) 


ὅτι ἡ { εἰς τὴν θέσιν χ -- 3 παρουσιάζει τοπικὸν ἑλάχιστον τὸ ὁποῖον εἶναι τὸ 


προ εν 
κο / ε 
ε) Προφανῶς Φίξ Ε3 καὶ συνεχὴς γχεΕ”. 
Ἡ πρώτη παράγωγος εἶναι: {ο -- ο ον καὶ αἱ ρίζαι της εἶναι: ἶκ-- ϱ. 
(1 ---Ί1ομα) χ --- (κ) (1 σσ]ορχ) έ. 


'Ἡ δευτέρα παράγωγος εἶναι: ἵ ων Ξ5 σα 


---κ ---2χ--2χ]οσχ 2ἱ0Ρχ---3 
πρ σαν 


Ἐπειδὴ ((ϐ) -- -ᾱ «ϱ ἔπεται ὅτι ἡ { εἰς τὴν θέσιν χ -- ο παρουσιάζει τοπικὸν 
: 1 
µέγιστον τὸ ὁποῖον εἶναι : {(6) - τατη 


στ) Ἔχομεν «Ὁ(Ε) -- Β καὶ συνεχἠς φχεξ. 

Ἡ πρώτη παράγωγος εἶναι Ε’() Ξ- 6χδ μὲ ρίζαν τὴν χ-Ξ 0, 

Ἡ δευτέρα παράγῶγος εἶναι : Γ’(8) Ξ 30χ4 καὶ ἐπειδὴ Ε’(0) Ξ 0 ἑφαρμόζομεν τὴν 
πρώτην µέθοδον. Εΐναι [9 58 διὰ κ»» 0 καὶ Γκ) «0 διὰ χ« 0 καὶ ἑπομένως εἰς 
τὴν θέσιν χ -- 0 ἡ Ε παρουσιάζει τοπικὀν ἐλάχιστον τὸ ὁποῖον εἶναι τὸ [0) - 0. 

ΜΗ καὶ ὡς ἑξῆς: Ἔχομεν Γ’ς Ξ- 304, Ε2)(1)-- 120χ5, ἐς) --360χὲ, (519) --7205, 
Γ{6)() -- 720:50, ἄρα ἡ Εεἰς τὴν θέσιν χ -- 0 παρουσιόζει τοπικὸν ἐλάχιστον τὸ {(0) -- 0. 


ΠΑΡΑΛΕΙΓΜΑ 2. Ποῖον ἐξ ὅλων τῶν ὀρθογωνίων σταθερᾶς περιµέτρου 2α, ἔχει 
τὸ µέγιστον ἐμβαδόν; 


᾽Απάντησις. ᾿Εὰν χ,Υν αἱ διαστάσεις τοῦ ζητουμένου ὀρθογωνίου, θὰ ἔχωμεν;: 
2χ-2Υ -- 2ᾳ -ᾱ--- κ-ΕΥ --α. Καὶ ἐπίσης χΥ -- Ε. 
Ἔχομεν Ἐ Ξ χία--- κ). Διὰ τὴν συνάρτησιν Ἑ μὲ Ε(Χ) -- χία ---κ) ἔχομεν Φ(Ε) -- 
ΞΞ/(0.ᾳ). Ζητοῦμεν τὸ µέγιστον Ε. 
α 


Ἐπειδὴ Ε΄) --α---2Σ, αἱ ρίζαι τῆς Ε΄) --0 εἶναι: κΧ--- γω 


8. 


Ἡ δευτέρα παράγωγος εἶναι: Ε΄ (χ)« --2 «0 καὶ ἑπομένως καὶ Ε᾽' ( : . «0 


9 ; ο. α . ; αλ 
καὶ ἡ συνάρτησις Ε εἰς τὴν θέσιν χ-Ξ -- παρουσιάζει µέγιστον προφανῶς ἀπόλυτον. 


-.. « ο α α α αἲ ον. ο ο ολὰ ᾿ 
Τὸ µέγιστον Ε. εἶναι τὸ Ε νε ας αγ .. -- καὶ ἀντιστοιχεῖ εἰς τὰς διαστάσεις 


ᾗ . αᾱ 
ΧΞΥΞ . , δηλαδἠ τὸ τετράγῶνον πλευρᾶς ... 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΝΙΑ 3. Ποῖον ἐξ ὅλων τῶν τριγὠνῶν σταθερᾶς περιµότρου 2τ ἔχει τὸ 
μέγιστον ἐμβαδόν; 


᾽Απάντησις. Ἔστωσαν ΣΧ, Υ, Ζ τὰ μήκη τῶν πλευρῶν τοῦ τριγώνου μὲ κ-γ-ἰ-ζ-- 2τ. 
Θεωροῦμεν κατ ἀρχὴν τὸ ΖΞΞ ο σταθερὸν καὶ ζητοῦμεν νὰ εὕρωμεν τὸ τρίγὠνον 
τὸ ὁποῖον ἔχει τὸ µέγιστον ἐμβαδὸν μὲ χ--Υγ-2τ--ο. 


Τὸ ἐμβαδὸν τοῦ τριγώνου εἶναι : 


Ε- νττ-- χ)(τ- Υ)(τ--ο) 


καὶ ἐπειδὴ Υυ Ξ 2τ--ο-- χ θὰ ἔχωμεν: 


Ε -- ψττ-- κ)(οκ-- Ὅίτ--ο - 


«- γ/τίτ---ϱ).Υ{τ- α)(οἲχ--Ὁ 5 λνίτ- κ)(οἷ-κ-- τ) [λ--ντίτ-- ο) -- σταθ.]. 
Θεωροῦμεν τώρα τὴν συνάρτησιν φ(κ) Ξ(τ-- κ)(ο--κ ---τ). 
Εάν εὑρεθῆ τὸ πιαχφ, τότε εὑρέθη ἀντιστοίχως καὶ τὸ ΠΙΔΧΕ, ἀφοῦ Ε -- φ' (κ) .λΑ. 
Ἡ συνάρτησις Φ(α) ξ- (τ---χ) (6--κ --- τ) ἔχει πεδίον ὁρισμοῦ «Φ(φ) -- (0, τ). 
Ἡ παράγωγος εἶναι: φ΄(Χ) -- --(ο-χ---τ)--(τ---κ) -- 2τ- ς---2χ. 

2τ--ο 
2 


Αί ρίζαι της εἶναι: χ- 


Ἡ δευτέρα παράγωγος εἶναι: φ΄ (ὰ) -- --2. 


ας ο {2τ--ο Ἡ το «Ον ο ὃτ -- : 
Καὶ ἐπειδὴ ( 3 ) ΞἉ. 2-0, η φ εἰς τὴν θέσιν κ -- τς Ξ παρουσιάζει 


µέγιστον. 


2τ--ς 


Ὥστε τὸ µέγιστον τοῦ Ε λαμβάνει χώραν ὅταν χ- 5 


, ὅτε νγτ-2τ--ο-- 


2τ--ο 2τ--ςο . ΣΑ . νικς δν : 
ο απ. δηλαδὴ ὅταν τὸ μὲ σταθερὰν πλευράὰν τὴν Ζς τρίγωνον εἶναι 


ἰσοσκελές. 


Ἐκ τῶν ἀνωτέρω προκύπτει, ὅτι εἰς κάθε µεταβολἠν τοῦ σ, διὰ τιµάςζο,οιζρ..« 
μὲέθς ζ-« ττὸ ἑκάστοτε τρίγῶώνον τὸ ὁποῖον ἔχει τὸ µέγιστον ἐμβαδὸν θὰ εἶναι τὸ ἀντί- 
στοιχον ἰσοσκελές. 


Ζητοῦμεν τώρα ἐκ τῶν τριγώνῶν τούτων τῶν ἰσοσκελῶν ποῖον θὰ ἔχη τὸ µέγιστον 
ἐμβαδόν. 


"Ας θεωρήσωμεν λοιπὸν ἕνα ἐκ τῶν ἰσοσκελῶν αὐτῶν τριγώνων. 
Τούτου αἱ δύο πλευραὶ ἂς εἶναι αἰχ ΞΞ Υ, ἠτρίτη ἡ Ζμὲθ« ζσς τκαὶχ-ν--ζ-' 21. 
Θὰ ἔχωμεν: 2χ--Ζ-2τ - σς2τ--2κ καὶ ΕἉ- Ύ ττ- αλ (τ- 2) -- 


ο 


«τί κ) Οχ-- 0) - ντο ντ κ ῶκ -- τ) (κ τ 5). Θέτοµεν:: σ(α) «-(χ --τ(2χ--τ) 


ἑ ὅν κκχ-ςστ 
μὲ -- : 
Ἡ πρώτη παράγωγος εἶναι : σ΄(κ) τ- 2(Χ --τ) (κ --τ)--2(α---τ)". τῆς ὁποίας αἱ ρί- 


2 
ζαι εἶναι χ -- 5 ἀφοῦ (--θςῦο καὶ -« ας ζν 


2 
Ἡ δευτέρα παράγωγος εἶναι: Ε0ο ς- ἰ2κ--- 10τ καὶ ο) Ξε τις --10τ -- 


2 
-----2τκ 0 καὶ ἐπομένως εἲς τὴν θέσιν χ -- . ἡ σ παρουσιάζει µέγιστον. Τότε ὅμως 


: αμα 2τ 
θὰ ἔχωμεν : σπα καστ. 
Τοῦτο σηµαίνει ὅτι ἐξ ὅλων τῶν µεγίστων ἰσοσκελῶν τριγώνων ἐκεῖνο τὸ ὁποῖον 


ἔχει τὸ µέγιστον ἐμβαδὸν εἶναι τὸ ἰσόπλευρον. 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4. Εὔρετε ἐξ ὅλων τῶν ὀρθῶν κυλίνδρων, οἳ ὁποῖοι ἔχουν τὸν αὐ- 
τὸν ὄγκον Ύ, ποῖος ἔχει τὴν ἐλαχίστην ὁλικὴν ἐπιφάνειαν. 

᾽Απάντησις. Ας εἶναι Χ ἡ ἀκτὶς τῆς βάσεώς του καὶ Υ τὸ ὕψος τοῦ ζητουμένου κυ- 
λίνδρου. 

Ἐὰν Ε ἡ ὁλικὴ ἐπιφάνεια, θὰ ἔχωμεν : 


Ε -- 2πα-Ε2πχγ καὶ Υ -- πκ2γ. 


Ἐπειδὴ Υυ - .- θὰ ἔχωμεν: Ε -- 2πχ2--2πα μά -2{ κὃ --- ) 
πειδὴ Υπ πρ χωμεν: ὀπκνα -- {απ ο, 
τα : ; ῃ π ολ μ 
Θεωροῦμεν τώρα τὴν συνάρτησιν φ μὲ ϱφ () -- 2πκὲ -- τς. καὶ Φ(ὃ - κ:. 


2Ν 
Ἡ παράγωγος εἶναι: Φφ΄(Χ) ἵ- 4πκ--- πα” 


3 - 
1/ν 


Αἱ ρίζαι τῆς φας) Ξ0 εἶναι: χ-- τ- 


Ε) 


ο υγ 
Ἡ δευτέρα παράγωγος εἶναι: φ΄ (κ) -- α{α ολ πς ) καὶ ἐπειδὴ φ ω- 
3 
ἔπεται, ὅτι ἡ σ εἲς τὴν θέσιν κ -- |» παρουσιάζει ἑλάχιστον. Αρα τὸ Επν λαμβά- 
3 3 


ὠ διὰ κ-γ. ἑ ἁντίστοιχον ὕψος τὸ -2ἡ . 
νει χώραν ο) 2π μ χ ψος γ 2 


12. 28 Κοῖλα καὶ κυρτά μιᾶς συναρτήσεως καὶ σημεῖα καμπῆς 
αὐτπς 


Θεωροῦμεν µίαν συνάρτησιν { ὡρισμένην εἰς ἕνα διάστηµα Δ καὶ ἕνα 
σημεῖον ἕ ἐσωτερικὸν τοῦ Δ. 


ο 4 


Ὑποθέτομεν ἁἀκόμη, ὅτι ὑπάρχει ἡ πρώτη παράγωγος Εξ) καὶ ἡ δευτέ- 
ρα παράγωγος Ε’(ϐ) εἰς τὴν θέσιν χ -- ξεΔ. Γνωρίζοµμεν ἀκόμη, ὅτι ἡ 
ἐξίσωσις τῆς ἐφαπτομένης τοῦ διαγράµµατος Γ τῆς ἔ, εἰς τὸ σημεῖον [ξ, 
{(5)], εἶναι : υπο ξΞείθα--δ. 

Ὀρισμὸς 1. ἠΤία συνάρτησις [ θὰ Λλέγωμεν ὅτι εἶναι κυρτὴ εἰς τὸ διά- 
στηµα 4, ὅταν, Καὶ µόνον ὅταν, ἡ ἐφαπτομένη τοῦ διαγράμματος αὐτῆς, 
εἰς τυχὸν σημεῖον αὐτοῦ [έ, [{Σ)/, εὑρίσχεται κάτωθεν αὐτοῦ μὲ ξεᾖ. 

Εἰς τὴν περίπτωσιν αὐτὴν λέγομεν ἐπίσης ὅτι ἡ συνάρτησις Γ στρέφει 
τὰ κοῖλα πρὸς τὰ ἄνω ἐν Δ. Οὕτως ἂν Δ- [πι, πρ] καὶ ξεΔ, τότε ἡ ἐξίσω- 


σις τῆς ἐφαπτομένης τοῦ διαγράµµατος (Γ) εἰς τὸ σημεῖον Μ[ξ, Ε(6)] θὰ 
εἶναι : 
υγ--ξ --(Ό(κ--δ. 

Ἔστω τώρα τυχὸν σημεῖον χεΔ. “Ἡ τεταγµένη τοῦ Ρ ἐπὶ τοῦ ([) θὰ εἶναι 
{{χ) καὶ ἡ τεταγµένη τοῦ Π ἐπὶ τῆς ἐφαπτομένης θὰ εἶναι Υ. ᾿Επειδὴ ὅμως 
ἢ Ε εἶνοι κυρτὴ θά ἔχωμεν : 

{9 --- (0 2 (8 ΓΕ (ϐ α--θ) ---- {α)--ἴ(δ) 2 (8 (-δ) νχελ---(δ). 
Καὶ γενικώτερον, ἂν Χι, Χο δύο τυχόντα στοιχεῖα τοῦ Δ μὲ Χι -άχ», θὰ 
ἰσχύη : 


ἡ Γ κυρτὴ ἓν ΔΑ - Γκι) --- (κο) ΣΕ) (κι -- Χο) χι, ΧοΕεΔ μὲ Χι 5έΧ,. 


Ὀρισμὸς 2. Μία συνάρτησις { θὰ λέγωμεν ὅτι εἶναι κοίλη εἰς τὸ διά- 
στηµα 4, ὅταν, καὶ µόνον ὅταν, ἡ ἐφαπτομένη τοῦ διαγράµµατος αὐτῆς, εἷς 
τὸ τυχὸν σημεῖον αὐτοῦ {έ, ΙΕ) ] μὲ ξεΙ, εὑρίσκεται ἄνωθεν αὐτοῦ. 


Εἰς τὴν περίπτωσιν αὐτὴν λέγομεν ἐπίσης, ὅτι ἡ συνάρτησις Εἔ στρέφει 
τὰ κοῖλα πρὸς τὰ κάτω ἐν Δ. 


εν -- 


Ἐργαζόμενοι τώρα, ὡς καὶ προηγουμένως, δι’ ἕνα σημεῖον ἔεΔ εὑρί- 
σκοµεν, ἀφοῦ ἡ Ε εἶναι κοίλη ὅτι θὰ ἰσχύη : 


(ας --Πδ «(δα--δ) νχεΔ-- {δι 


καὶ γενικώτερον ἂν Χι, ΧοεΔ μὲ Χι πε χο θὰ ἰσχύη : 

ἡ {κοίλη ἐν Α ----- ἴχι)--{(αο) -- Ε(09) (Χι--ᾱε) ΨΧι, ΧοεΔ μὲ Χι χ.. 
Σηµείωσις. ᾽Αντὶ τοῦ ὅρου «τὰ κοῖλα πρὸς τὰ ἄνω», χρησιμοποιοῦμεν 

καὶ τὸν ὅρον «τὰ κυρτὰ πρὸς τὰ κάτω» καὶ ἀντὶ «τὰ κοῖλα πρὸς τὰ κάτω», 

τὸν ὅρον «τὰ κυρτὰ πρὸς τὰ ἄνω». 


ὈΟρισμὸς 3. Λ{ία συνάρτησις [ ὡρισμένη εἰς ἕνα διάστηµα (α,β) θὰ 
λέγωμεν ὅτι ἔχει σημεῖον καμπῆς τὸ σημεῖον [ὲ, Ι{Σ)], μὲ ξεία, β), τοῦ δια- 
γράμματος αὐτῆς, ὅταν, καὶ µόνον ὅταν, αὕτη εἶναι κοίλη, ἀντιστοίχως κυρτή, 
εἰς τὸ διάστηµα (α, ἔ) καὶ κυρτή, ἀντιστοίχως κοίλη, εἰς τὸ διάστηµα (Σ, β). 


ο ο -- 


Ἡ γεωμετρικὴ ἑρμηνεία διὰ τὴν περίπτωσιν αὐτὴν εἶναι ἡ ἑξῆς : 

Ἡ ἐφαπτομένη τοῦ διαγράµµατος τῆς Ε εἰς τὸ σημεῖον (ξ, {(ξ)) αὐτοῦ, 
διαπερᾶ τὸ διάγραµµα τῆς ἔ, ὡς εἲς τὰ ἄνω σχήματα. 

Διὰ τὴν ἔρευναν τῶν ἀνωτέρω διὰ µίαν συνάρτησιν Ε μᾶς βοηθοῦν αἳ 
ἀκόλουθοι προτάσεις: 


ΠΡΟΤΑΣΙΣ 1. Εὰν διὰ τὴν συνάρτησιν ἴ ὑπάρχη ἡ ἔ καὶ εἶναι πεπε- 
ῥρασμένη ψχεία, β) Ξ Δ, τότε: 


-α) Ἐὰν (8) }Σ ϐ ΨχΧΕΔ, τότε ἡ ἳ κυρτὴ ἐν Δ. 
Β) Ἐὰν [9 «0 νΧΕΔ, τότε ἡ ἔ κοίλη ἓν Δ. 


᾿Απόδειξις. α) "Ας θεωρήσωμεν δύο τιμὰς τοῦ χ ὑπὸ τὸ (α, β). Ἔστω 
τὰς Χι, Χ» μὲ Χι «Χο ἐπειδὴ ὑπάρχει ἤ δευτέρα παράγωγος τῆς Γ ψχεία, β), 
τότε θὰ ὑπάρχη καὶ ψχε[χι, Χο]. 

Ἐπειδὴ ἡ { εἰς τὸ διάστηµα [Χι, Χο] πληροϊῖ τὰς ὑποθέσεις τοῦ θεωρή- 
µατος τῆς μέσης τιμῆς, ἔπεται ὅτι θὰ ὑπάρχη ξείχι, Χο) οὕτῶς, ὥστε νὰ 
ἰσχύη :. [(κο) --- (αι) (ον -κι) μὲ ξείχι, Χο). 

Θεωροῦμεν τώρα τὴν συνάρτησιν πρὠτης παραγώγου τῆς {, ἤτοι τὴν 
Γ’, ἡ ὁποία εἰς τὸ διάστηµα [πι, ξ| πληροῖ τὰς ὑποθέσεις τοῦ θεωρήματος 
τῆς µέσης τιμῆς καὶ ἑπομένωῶς ὑπάρχει ξιείΧι. ϐ) οὕτως, ὥστε : 

Γ(ϐ) εαν) (δν (ἕ--αι) ---- (8 5 Γαυγε (δν (ὅ --κν). 

Τότε ὅμως ἡ προηγουµένη σχέσις γίνεται : 

{ίαρ) --- (αι) τ- (κι) (οἱ ---αι)-- ΕΙ (61) (ἳ -- κι) (κο -- κι) -- ας) -- αι) -- 
---Ε (1) (κο --- χι) τ- Ε’ (δι) (ξ - κι) (Χο --- Χι). 

᾽Αλλὰ Ε΄(3) 7» 0 νχεία, β), ἑπομένως καὶ Ε’(ἔι) 5» 0 ἀφοῦ ξιείχι, ἒ)ς 

6(α, β) καὶ ἐπὶ πλέον Χο» Χι καὶ ἕ3» χι, ὁπότε: [(χο) --- ((κι) --- ἔ (κ) 


(ο -- χι) 5» 0 ΨχΧι, Χοεία, β) μὲ Χι «Χρ. Τοῦτο ὅμως σηµαίνει, ὅτι ἡ 
κυρτὴ ἓν (α, β). 


β) Ὁμοίως δεικνύεται καὶ ὅτι ἂν Ε΄ (8) «0 ψχεία, β), τότε ἡ Γ κοίλη 
ἐν (α, β). 

Παρακολουθήσατε τώρα τὰς ἀκολούθους λίαν χρησίµους παρατηρή- 
σεις, αἱ ὁποῖαι μᾶς ἐπιτρέπουν νὰ διασαφηνίσώμεν τὸν ρόλον τῆς δευτέρας 
παραγώγου εἲς τὴν σπουδὴν τῶν συναρτήσεων. 


Παρατήρησις 1. Κατ’ ἀρχὴν συμπληρώνομεν, ὅτι εἰς τὴν περίπτωσιν 
κατὰ τὴν ὁποίαν διὰ τὴν συνάρτησιν Ε΄ (τῆς πρώτης παραγώγου τῆς 8) 
θὰ. θεωρήσωμεν τὸ διάστηµα [ξ, Χο] ἡ ἀπόδοιξις εἶναι ὁμοία τῶν προηγου- 
µένων δι’ ἀμφοτέόρας τὰς περιπτώσεις (α), (β). 


κκαρα ς-- 


Παρατήρησις 2. Ἐὸὰν ή συνάρτῃσις [’' εἴναι συνεχἠς εἲς τὸ ξεία, β), 
ὅπως συμβαίνει ἂν ὑπάρχη ἢ τρίτη παράγωγος τῆς Ε εἲς τὸ ἕἔ, τότε ἡ Ε”, 
ἐπειδὴ εἶναι συνεχής, παραμένει θετική, ἀντιστοίχως ἀρνητικὴ εἲς µίαν 
περιοχὴν π(ὅὃ) «ε(α, β) τοῦ ἕ. 


Παρατήρησις 2. ᾿Εὰν εἲς τὴν θέσιν Χ-- ξεΔ εἶναι Ε’(ξ) --0, ἑνῶ 
Γ'(ἔ) ««θ, τότε τὸ σημεῖον [ἔ, {(Σ)] εἶναι σημεῖον καμπῆς τῆς Ε. 

Πράγματι ὂν Ε'' (8) 5» ϐ, τότε ἡ Ε’ ἀνέρχεται εἲς τὴν θέσιν χ -- ἔ, δη- 
λαδἠ ἔχομεν: 


Γ 0) κ (8) -- 0 σχείξ--ε, 8) 
καὶ Γή 5 Ε(ϐ) -- 0 νχεί(ξ, ἔ--ε) 
Τοῦτο ὅμως σηµαίνει, ὅτι ἤ Ε εἶναι κοίλη εἰς τὸ (ἔ--ε. ξ) καὶ κυρτὴ εἲς τὸ 
(ξδ, ξ-Γε), ποὺ σηµαίνει, ὅτι τὸ σημεῖον [ξ, ({(Ε)] εἶναι σημεῖον καομπῆς τῆς ἔ, 
Διὰ τῆς αὐτῆς ἐργασίας εὑρίσκομεν, ὅτι τὸ [ξ, {(5)] εἶναι ἐπίσης ση- 
μεῖον καμπῆς τῆς [, ὅταν (8) -0. 


Παρατήρησις 4. ᾿Εόν δὲν ὑπάρχη ἡ παράγωγος Ε’ εἰς τὴν θέσιν χ -- 
Ξ- ξεΔ, ἐξετάζομεν τὸ πρόσηµον τῆς Ε΄ εἰς τὴν περιοχὴν τοῦ σημείου ἔ. 
Καὶ ἂν εἶναι 8) «0 νχεξ--ε,ξ) καὶ Ε() 7 0 νχείξ, ἔ--ε), τότε 
προφανῶς τὸ [ξ, ΚΕ)] εἶνοι σημεῖον καμπῆς τῆς Ε. 

Ὁμοίως ὃν [κ 3 0 νχε(ξ---ε, ϐ) καὶ Εοσ «0 νχείξ, ξ--ε) ἔχο- 
μεν σημεῖον καμπῆς. 

Κατόπιν τῶν ἀνωτέρω. ὅταν ἡ [ εἶναι συνεχἠς καὶ ἡ Ε΄ ἑκατέρωθεν 
τοῦ ἕ ἀλλάσση πρὀσηµον, τότε ἀναγκαίως θὰ ἔχωμεν : Ε΄ (ξ) -- 0. 

ὍὭστε ὄναγκοίᾳ συνθήκη, ἵνα τὸ σημεῖον [ξ, {ξ)] εἶναι σημεῖον καµ- 
πῆς, εἶναι ὅπως {7 (8) -- 0. Τὸ ὀντίστροφον δὲν ἀληθεύει, δηλαδἠ ὃν [΄(ϐ) - 0 
δὲν σηµαίνει κατ ὀἀνάγκην, ὅτι τὸ [6, {(ξ)] εἶναι καὶ σημεῖον καμπῆς. 

«ΠΑΡΑΛΕΙΓΜΑ. Θεωροῦμεν τὴν συνάρτησιν Ε μὲ Γ(χ) -- χὂ. Εἶναι τὸ σημεῖον κ -- 0 
σημεῖον καμπῆς; 


᾿Απάντησις. Προφανῶς «Ὁ(Ε) - Κ. Ἔχομεν Εκ) -- 6χ» καὶ Γ΄ (κ) -- 30Χ1 καὶ προ- 
φανῶς Ε΄ (0) -- 0. ᾽Αλλά τὸ σημεῖον (0, 0) δὲν εἴναι σημεῖον καμπῆς τῆς { ἀφοῦ ἑκατέ- 
ρῶθον τοῦ κ -- 0 εἶναι Ε΄ (9 0 καὶ συνεπῶς εἲς τὴν περιοχἠν τοῦ μηδενὸς ἡ Ε εἶναι 
κυρτή. 


12. 29 Παραδείγματα 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1, Ἐξετάσατε τὰς ἀκολούθους συναρτήσεις εἰς ποῖα διαστήματα 


εἶναι κυρταὶ ἢ κοῖλαι : 
1 
ο) ἴκ) - 2χ5 --- 4χ 1). ἔα) Ξκ -ἕ τς 


ϱ) ἴκ) -- Ιουχ δὃ {α) Ξοἳ 


ο ας 


᾽Απάντησις. α) Προφανῶς 9(Ε) -- Β. Ἡ πρὠτη παράγωγος εἶναι: Εκ) Ξ- 6χὸ -- ὃχ 


καὶ αἱ ρίζαι τῆς Γ’() -- 0 εἶναι: Χι -- 0, Χ.Ξ ο 


Ἡ δευτέρα παράγωγος εἶναι: Ες) -- 12χ-- 8 ψχεΒ. 


2 
Ρίζαι τῆς ΕΞ 0 εἶναι: χΞ- αν 
Συμφώνως πρὸς τὰ προηγούμενα Ἡ {θὰ εἶναι κυρτὴ ψχεξ διὰ τὸ ὁποῖον Γ΄ (9) .»θ, 


ἤτοι διὰ χΧ-» ο καὶ Γ κοίλη διὰ ψχεξ. διὰ τὸ ὁποῖον ϱ’ (κ) «0, ἤτοι διὰ χ«« -ᾱ- 


3 


β) Προφανῶς Φ( - Β΄". Ἔχομεν Γ() -- -- καὶ Εο -- --- - ΨΧΕεΒ”. Ἐπειδὴ 
ὅμως Γᾳ) «0 ψχεξ”3, ἔπεται ὅτι φχεξ” ἢ Ε εἶναι κοίλη. 


Υ) Προφανῶς 9(Ε) -- Ε ---{0). Ἔχομεν {Ε) -- σπα ΝΧΕΚΕ ---(0) καὶ 
2 
(ο-Ξ- ο νχε(θ. 


. . 6 - 2 
Εὐρίσκομεν τώρα διὰ ποῖα χε«θ(Ε) εἶναι (290 ---»- πο 0 ε--- χ-Σ0. 


ρα ἡ Ε εἶναι κυρτὴ νχεί(θ, -{-οο). 
Καὶ ἐπειδὴ Ε΄ (9) «0 ψχεί--οο, 0) ἡ Ε εἴναι κοίλη ψνχεί--οο, 0). 


ὃ) Προφανῶς 32(β) -- Β. Ἔχομεν Εκ) ς- ϱἳ καὶ Ε΄ (κ) -- εὖ ψχεΕ καὶ ἐπειδὴ νκεΕ. 
εἶναι ο 5» 0, ἔπεται ὅτι ἡ ἔ εἶναι κυρτὴ νψχεΕ. 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2. Εὔρετε διὰ ποίας τιμὰς τοῦ λεῖὲ ἡ συνάρτησις ΓΕ μὲ {κ - 
Ἕττας --- 
Ξ- χὲ-- λχὰ-|- αι χ’-|-1 εἶναι κυρτὴ ψχεΒ. 


᾽Απάντησις. Εἶναι Φ(8) - Ε καὶ Ε0) -- 12ν2--6λκ-Ι-3. Εάν τώρα εἶναι (ϱ) 0 
ΨΧΕΒΕ., τότε ἡ Ε εἶναι κυρτὴ φχεξ. 

Διὰ νὰ εἶναι ὅμως 12χ7--6λκ--3 -»0 ΨχεΕΒ πρέπει καὶ ἁρκεῖ 36λό- 44 «0 -ν 
«Ὁ λὲς 4 -«-Ὁ- --2λ«λ«2. 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3. Εὔρετε τὰ σημεῖα καμπῆς τῶν ὀκολούθων συναρτήσεων: 
ο) Γκ) -- 2χ5 --3χ--5 ϱ) ες ορχ 


. ᾱ ὑάσυμο 

Υ) ἄπφξε ὃ) ἴα) κγΙ 
᾽Απάντησις, α) Ἔχομεν: Φ(Γ)-- Β. Ἡ πρώτη παράγωγος εἶναι: Ε0 -- 1Οχὲ-- 
-12χ5 ψχεΕ. Ἡ δευτέρα παράγωγος εἶναι Ε’() -- 40χᾶ --- 36χ”. Αί ρίζαι τῆς "(κ -ο0 
ο ες 
εἶναι αἵ Χι τ- ῦ, Χο το 


Ὥστε πιθανὰ σημεῖα καμπῆς εἶναι τὰ κ-οθ καὶ χ-- ν- 
Ἐπειδὴ διὰ κ Ξ- 0 ἔχομεν: 
({(6) 0, (90,190, - Ίδς 0 
ἡ Εἓ διὰ χ-- 0 παρουσιάζει µέγιστον. 


. εἶναι Γ 3) 50 καὶ διὰ 


9 ο. ὅ ών η ς 
Διά κ - ἔχομεν σημεῖον καμπῆς, διότι διὰ χ» 1 


10 


Όςσκχ-ς τα εἶναι Γ΄ ο) κ: 0. Δηλαδή ἡ Ε΄ ἑκατέρωθεν τοῦ --- τ( [περιοχῆς τοῦ τν ) 
ἀλλάσσει πρόσηµον. 


ϱ) Ἔχομεν Φ(0Ώ Ξ Κ:. “Ἡ πρώτη παράγωγος εἶναι Γ΄) - - καὶ ἢ δευτέρα 
{ (Υ- --- ος . Ῥίζαι τῆς Ε΄ () Ξ- 0 δέν ὑπάρχουν. ἼΑρά οὔτε σημεῖα καμπῆς. 


γ) Ἔχομεν Φ(Γ) -- Κ. Ἡ πρώτη παράγωγος εἶναι (κ) -- - -2χε-ῖ καὶ ἡ δευτέρα 
ΕΟ -- 2ο (2χὲ --- 1). 


3 
Ρίζαι τῆς Ε΄ (Χ) -- 0 εἶναι αἱ χι Ξ-- -ἰ- ας καὶ Χο -- -- να, , ἐπειδὴ τόσον ἕκα- 


2 
ς . 2 μες μἳ Β ο-- | . 
τέρωθεν τοῦ , ὅσον καὶ τοῦ σα, ἡ ἵ’ ἀλλάσσει πρόσηµον, ἔπεται ὅτι εἰς 
ἑκάστην τῶν θέσεων τούτων ἔχομεν καὶ σημεῖον καμπῆς. 
; 1 --- κὃ 
ὃ) Ἔχομεν «(Ώ -- Κ. Ἡ πρώτη παράγωγος εἶναι Ε'(κ) -- Ἕραρε καὶ ἡ δευ- 


τέρα εἶναι : 


Γ΄ ως «Αἱ ρίζαι τῆς (9 Ξ0 


τὰ 


εἶναι αἲ Χι --θ,Χ,-- ν 3, χι -- κ 
Επειδή ἡ {Ε΄ ἀλλάσσει πρόσηµον ἑκατέρωθεν ἑκάστου τούτων, ἔπεται ὅτι ἡ Ε εἰς 
ἑκάστην τῶν θέσεων τούτων παρουσιάζει καὶ σημεῖον καμπῆς. Τὰ σημεῖα αὐτὰ εἶναι τά : 


(6, 0), (νι ο) καὶ{-- γ3, ποτ]. 


12. 30 Θεώρημα Ώλατδουκ 


Ἐὰν ἡ συνάρτησις Τ εἶναι παραγωγίσιµος νυχεία, β] καὶ εἶναι Γ(α) -« 
-ᾱ- Τ(β), τὸτε ἡ παράγωγος (κ) μὲ (1) -ξ ία, β] λαμβάνει κάθε τιµὴν μεταξὺ 
τῶν ἵ(α) καὶ [’(β). 

᾿Απόδειξις. Διακρίνομεν δύο περιπτώσεις : 

α) Νὰ εἶναι Ε(α) ««Ε’β). 

᾿Αρκεῖ νὰ δείξώμεν, ὅτι ψθε[[΄(α), Ε’(β)] ὑπάρχει ξεία, β) οὕτως, ὥστε 
Γ(56. 

”Ας θεωρήσωμεν τὴν συνάρτησιν { μὲ Π(Χ) Ξ- Πχ)--θχ καὶ μὲ χε[α, β]. 
Τότε Γκ) -- ΓΕ --θ ψχε[α, β]. 

Ἐπειδὴ ἢ { εἶναι συνεχἠς ἐπὶ τοῦ [α, β], ἀφοῦ εἶναι παραγωγίσιµος 
ψεχί[α, β], ἔπεται ὅτι ὑπάρχει ξε[ία, β] διὰ τὸ ὁποῖον ἡ ἔ λαμβάνει τὴν 
ἑλαχίστην αὐτῆς τιμήν. ᾽Αλλὰ ία) Ξ-{Γ΄(α)-- 6 «0, ἀφοῦ ϐ 7- Ε(α) καὶ 
ἀντιστοίχως {1β) -- Γ(β)--θ:50 ἀφοῦ ϐ ««Γ’(β), καὶ ἑπομένως ἢἡ Γι δὲν 
δύναται νἁ ἔχη εἰς τὸ α, ἀντιστοίχως εἰς τὸ β, ἐλάχιστον, ἀφοῦ εἰς ἑκάστην 


9... 


περιοχἠν τοῦ α, ἀντιστοίχως τοῦ β, ὑπάρχει ἕνα τουλάχιστον Χ, μὲ χι.» α 
οὕτως, ὥστε {Πι(α) ὸ» Ε(Χι) καὶ ἀντιστοίχῶς Χο«β οὕτως. ὥστε {Π(β) 7» ΠΧ). 
Ἑπομένως ἡ Γι ἔχει ἐλάχιστον εἲς ἕνα σημεῖον ξεία, β), ὁπότε Εξ) -- 
--Ε() ---θ -- 6, ήτοι {(ξ) -- 6. 


12. 9ἱ Γενίκευσις τοῦ δεωρήµατος τῆς µέσης τιμῆς 
Τύπος Ταγίοτ -- Τύπος Μαο ΤαΓίη 


ΠΡΟΤΑΣΙΣ. Οεωροῦμεν τὴν συνάρτησιν ἓ μὲ «0(Ι) Ξ α,β] καὶ ὕπο- 
θέτοµεν ὅτι : 

α) ἡ ἓ εἶναι ν φορᾶς συνεχῶςς παραγωγίσιµος ἐπὶ τοῦ «Φ(ῆ), 

β) Ὑπάρχει ἡ παράγῶγος τῆς ἓ τάξεως ν--1. Ψχεία, β). 

Ἰότε διὰ κάθε φυσικὸν ἀριθμὸν Κ μὸ Κ395ν--ᾖὶ ὑπάρχει σημεῖον 
ξεία, β) οὕτως, ὥστε: 


υπ 


(Κω ώς ο ρδς,.. ο. 


Φ-- μ6--ὦ' 
2' γ 

τν (ϱ---α)».(ϱ-- 8) Ἡ. Εν  Ε(ϐ) 

Κ.ν' 


ποὺ καλεῖται τύπος τοῦ Ταγίας. 
᾿Απόδειξις. Θεωροῦμεν τὴν συνάρτηῃησιν Ε μὲ 


ο ο. 
ν 


ὅπου ς ἀριθμὸς πραγματικὸς ο ἀπὸ τὴν Ὀ 


-- 


ΠΡ) -- ο» (ο ες ρω... Ες ὃτ ο -(β- ακε(!) 


Διὸ τὴν συνάρτησιν Ε, ὡς εὐκόλως προκύπτει, γνωρίζοµεν τὰ ἀκό- 
λουθα : 

1) Εϊναι συνεχἠς ἐπὶ τοῦ «)(Γ) -- [α, β], ὡς ἄθροισμα τῶν συνεχῶν 
συναρτήσεων {,Ε’,.... 1) (ἀφοῦ ὑπάρχουν παράγῶγοι μέχρι καὶ τῆς τά- 
ξεως ν) καὶ τῆς (β --- α)Κ. 

2) Εϊναι παραγωγίσιµος ψχεία, β). 

3) Ε(α) -- Ε(β) (διότι Ε(α) -- {β) καὶ Ε(β) -- {β), δυνάµει καὶ τῆς (1). 

Ἑπομένως διὰ τὴν Ε ἰσχύουν ὅλαι αἵ συνθῆκαι τοῦ θεωρήματος τοῦ 
Εοΐιε καὶ συνεπῶς ὑπάρχει ξεία, β) οὕτως, ὥστε νὰ ἰσχύη ΕΞ) --ο0. 


-πωθ]λι Ἔ. 
Εΐναι ὅμως : 


ο ο”. ρω -- πι κ άφι 


δε οἳ τν πας. 
πυρ) Κ(β λλο-- τος Μορ). Κβ.χ)λ-ο 
ν. 


εὶν οδν 
ν 


καὶ ἑπομένως μὲ ξεία, β) θὰ ἔχωμεν, ὅτι ἡ Ε΄68) Ξ- 0 μᾶς δίδει : 


Θτς ΒἹρνμήξ)- -Κίβ ἔλ-ιο--0 --- ο-- ὃ ὃς  βναῄε). 
νὶ Κιν 
᾽Αντικαθιστῶντες τὴν τιμὴν τῆς ο εἲς τὴν (1) λαμβάνομεν τὸν τύπον 
τοῦ ΤαγΙογ. 
Τὸν τελευταῖον ὅρον τοῦ τύπου τοῦ Ταγίοτ χαρακτηρίζοµεν μὲ τὴν ἔκ- 
Φραᾶσιν ὑπόλοιπον τόξεως ν τοῦ τύπου τοῦ Ταγίο: καὶ τὸν συμβολίζομεν 
μὲ Εν, τοι : 


ο ο ως 


να ΕΝ) μὲ ξεία β) 


12. 32 Μερικαὶ περιπτώσεις ἀξιοσημείώωτοι τοῦ Ε, 


Ὡς εἶναι φανερὸν ἡ ἑκάστοτε ἔκφρασις τοῦ Ε. εἶναι καὶ διαφορετικἡ 
ἐξαρτωμένη ἀπὸ τὴν τιμὴν τοῦ Κ. Χαρακτηριστικώτεραι ἐκφράσεις εἶναι 
αἱ κατωτέρω αἲ ὁποῖαι ἀντιστοιχοῦν εἰς τὰς τιμάὰς Κ--]Ι καὶ Κ--ν-[. 

Διὰ Κ -- 1 ἔχομεν τὸ ὑπόλοιπον κατὰ ϱαποἳγ τὸ ὁποῖον εἶναι : 


Βια (κ ων (β--α) (8), 
ν! 


Διὰ Κ --ν--] ἔχομεν τὸ ὑπόλοιπον Γάρτησ9 τὸ ὁποῖον εἶναι : 


ο --ᾱ ο." 
κ, -Ὁ-ὂ ανα), 
(ν-- 1)! 
Μὲ χρῆσιν τοῦ ὑπολοίπου Ταρτᾶηρε ὁ τύπος τοῦ Ταγίοτ γίνεται : 
ο ου ο ο 1... 
νι 
(β-- 
ον. ᾱ--ω' (πσΘ), μὲ ξεία, β) Φ) 
(ν-Ε 01 


ο .α 


Εἰς τὸν τύπον αὐτὸν ἀντικαθιστῶμεν τὸ β μὲ κ, δηλαδἡὴ ἂν θεωρήσωμεν 
τὸ διάστηµα [α, χ] ζ [α, β], τότε να. ξιεία, χ) οὕτως, ὥστε : 


(κ 


(ο -- πο ο 
ν. 


(β---α) 
(ν-Ε 0)! 
Καὶ ἐπειδὴ «ἕ, «χθὰ ἔχωμεν τἔκα-θίκ-- α) μὲθ «0 «« 1. Πράγματι 
ἐπεδὴθ«θς«]-0-«θίκ-α)«χ-α-α-«α-θί-α) «κ-α-ςξ«σ. 
Καὶ ὁ τύπος γίνεται : 


λα ) 


(0 -- Πα) ο - ος εωκ.. σπσσσον τΕχε) 4 
ώς (β---α)'" ΓοΆ(α--θ(χ--α) μέθ««θςιί (8) 
(ν-/- 


Ἐὰν πάλιν εἰς τὸν ἀνωτέρω τύπον (Α) θέσωµεν ἀντὶ α τὸ κ καὶ ἀντὶ β 
τὸ χ--ε, ὅπου ε7» 0 καὶ διὰ τὸ διάστηµα [χ, χ--ε] ἰσχύουν αἱ προὐποθέσεις 
τοῦ βασικοῦ θεωρήματος, τότε θά ὑπάρχη ξ.είκ, κ--ε) οὕτως, ὥστε: 


ε εξ ολα, 
{α-ε) -- {9 -ἵ νὰ ας πα ον ... πιο ες -- 


Εξ πας ΕΚ), 


ὅπου ὅμως τώρα ἀφοῦ ἔιείχ, κ--ε) θὰ εἶναι ἔ, -- χ--θε μὲ 0 «0 «καὶ ὁ 
τύπος γίνεται : 
Κα γε) τμ τΩ Σω. Ἑπῶε 
' : ν. 
αὐτὰ 
-- ---- ΓινηὈ(χκ-Εθε) μὲ 0-6 «1, Τ). 
πι, (θε) µ ὢ 
᾿Ἐὰν τώρα τεθῆ ὅπου κ-- 0 καὶ εΞξ-Σ, ἐφ᾽ ὅσον ἰσχύουν αἱ προὔπο- 
θέσεις τοῦ ος ο δν, διὰ τὸ ου [0, χ] θὰ ἔχωμεν : 


{α) -- Πο) -- το Ἔσ ωχ... . ο Ἰ πν(ο) στην (42(0κ) μὲ 


0«θ«ς1, (4). 

Ὁ τύπος αὐτὸς καλεῖται Τύπος Μας Ταιτίη, 

ὍὉ τύπος τοῦ ΜαοΙ αμτίη ἐφαρμόζεται διά µίαν συνάρτησιν ἔ, ἂν αὐτὴ 
ἔχη εἰς τὸ διάστηµα [0, χ] παραγώγους µέχρι καὶ τῆς ν-τάξεως, αἱ ὁποῖαι 
νὰ εἶναι συνεχεῖς συναρτήσεις εἰς τὸ [0, χ] καὶ νὰ ὑπάρχη καὶ ἡ παράγωγος 
αὐτῆς τάξεως ν-Εἰ εἰς τὸ διάστηµα (0, α). 


Παρατήρησις 1. Γνωρίζοµεν, ὅτι τὰ ἀκέραια πολυώνυµα ἔχουν παρα- 


ο μα 


γώγους πάσης τάξεως καὶ ὅτι ὃν τοῦτο εἶναι βαθμοῦ ν θὰ ἔχωμεν, ὅτι ἡι 
ν-τάξεως παράγωγος αὐτοῦ εἶναι µία σταθερὰ καὶ πέραν τούτου πᾶσαι αἲι 
ποράγωγοι µηδενικαί. 

Ὥστε δι’ ἕνα πολυώνυµον π(κ) βαθμοῦ ν θὰ ἰσχύη : 


αν α αἲνἃ . κά 
κ) -- κώ ε σπρ πω ντ αωφ.ις σσ -ποχὼ, 
η 4. ν. 
ὡς προκύπτει ἀπὸ τὸν τύπον (Β). 
Διὰ α- 0 ὁ τύπος γίνεται : 
πο -- π(θ) -- -ἕ--π(ϱ -- Ἡ-- π᾿ (ος...  ποκο. 
1! 2! νι 


Σημµείωσις. 'Ἡ θεωρίο ἐπὶ τῶν ἀνωτέρω ἔχει μεγάλην ἕκτασιν, ἑκρί-- 
ναµεν δὲ σκόπιµον νὰ ἀναφέρωμεν τὰ πολὺ βασικὰ διὰ τὴν χρῆσιν τῶν' 
ἀνωτέρω τύπων εἰς ὡρισμένα θέµατα τὰ ὁποῖα εἶναι χρήσιμα διὰ τὸν 
προσδιορισμὸν τῶν ὁριακῶν τιμῶν καὶ τῶν ὀἀναπτυγμάτων (ὡς λέγομεν). 
μερικῶν πολὺ χρησίµων συναρτήσεων. 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1. Νὰ ἀναπιυχθῆ ἡ συνάρτῃσις {π) Ξ οἳ (Φ(Β Ξ Β) εἰς µίαν σει- 
ρὰν τοῦ Ταγ]ου. 


᾽Απάντησις, Γνωρίζοµεν, ὅτι ἡ Ε ἔχει παραγώγου ρσυνεχεῖς πάσης τάξεως καὶ 
εἶναι ((ν() -- εξ ΨχΕεΕ καὶ ψνεΝ. Ἀρησιμοποιοῦντες τώρα τὸν τύπον τοῦ Ταγίοτ μὸ: 
ὑπόλοιπον ΓΤαρταηρε καὶ ἐπειδὴ Εν(0) -- οὗ -- ἱ ψνεΝ. (Τύπος Δ) λαμβάνομεν: 


Χ χὃ χ’ χα 
τν πε πρ ποπ ον 


ὅπου θς«θ-ς 1. Τὸ ϐ µεταβάλλοται μετὰ τῶν ν καὶ Χ. 
Ἐάν εἰς τὸν τύπον τεθῇ κ -- {, λαμβάνομµεν: 


1 1 
6 -- 1 -- -.- 


Ἡ μὲ θ-«θ,ς«1 


1 60ν 
αν πώ (ΟΙ. 
καὶ ἐπειδὴ ἡ «θν | νεΝ εἶναι µία ἀκολουθία φραγµένη, ἐνῶ ἡ . -- ΙνεΝ εἶναι µη-- 

γι 
6 


θὢν 
δενικἠ, ἔπεται ὅτι στο -»0 τοῦ ν -» -ἴ-οο, ὁπότε ἔχομεν τὴν γνωστὴν σχέσιν: 
1 1 1 


. ἆ . 
ασ ας μα 


ΠΛΡΑΔΕΙΓΜΑ 2. Νὰ ὀναπτυχθῆ εἰς σειρὰν Ταγίος ἡ συνάρτησις {ίχ) Ξ ημχ. 


ον 


᾽Απάντησις. Ἔχομεν «Ὅ(Ώ -- ΚΕ. Γνωρίζοµεν, ὅτι ὑπάρχει παράγωγος; πάσης τά-. 
ξεως τῆς {(ὰ) Ξξ- ημχ καὶ εἶναι : 
{()() -- ημ (ο ος κ) ΝΧΕΚ. 
Διὰ ν-- 2λ| λεν ἔχομεν: 
Γ2λ)(κ) Ξ- ημ(λπ-ἰ-κ) Ξ-- (---")λημα 
καὶ Γ(2λ--1)(κ) -- (---)Α-Ίσυνχ καὶ ὅτι: {(0) --θ,{ (0) -τ1,(’() -- ος”) -- --ἴ, ἤτοι, 
{2λ--1)(0) -- (---ἰ)λ-ὰ καὶ {2λ0)-0 μὲ λεδ. 


μ.ο - 


Κατόπιν τούτων εὑρίσκομεν : 


χἩ χδ κ” ' 1 σαι πον--ᾱ 1 ο χἝνκα 
μα κ Ακ. σι μα στι μμ 
µέθ«-θς]. καὶ ὅτι: 
χὸ χδ χἸ χὃν--ἲ 
νο πω μα μιωωμεας" κ ΡΕ πα 
ο ῥμαλ ας, οκ σς ωλὰς, 


διότι [ν -- 0 τοῦ ν -- --οο. 
Ὁμοίως εὑρίσκομεν ὅτι : 
χ. χά χ8 χ.ν-ᾱ 
συνχ -- { ---», -- --- ο ο λ---- 
͵ 2! ο ή 
Ὁμοίως ὅτι : 
ο κό κ, Ὁὸ χὰ : ν αμ. 
Ιοε(! Γκ) πχ----ᾱ- τ ων ων τι(---ἲ) σ Ὅν 
(διότι ὁ Ιορχ δὲν ὀρίζεται εἰς τὴν θέσιν χκΞ0) μὲθσκςιἰ. 
Οἱ ἐνδιαφερόμενοι διἁ περαιτέρω µελέτην ἃς ἀνατρέξουν εἰς τὴν (ἀντίστοιχον) 
βιβλιογραφίαν. 


12. 33 ᾽Ασύμπτωτος (διαγράµµατος) μιᾶς συναρτήσεως 


κ. 


Συχνὰ κατὰ τὴν µελέτην μιᾶς συναρτήσεωῶς Εἓ παρουσιάζονται περι- 
πτώσεις κατὰ τὰς ὁποίας εἶναι ἀπαραίτητον νὰ γνωρίσωμεν τὴν συµπερι- 
φοράν της, ὅταν κάποιο σημεῖον τοῦ διαγράµµατος αὐτῆς ἀπομακρύνε- 
ται πρὸς τὸ ἄπειρον. 

Εΐναι δυνατὸν τὸ ἐπ᾽ ἄπειρον ἐκτεινόμενον διάγραµµα τῆς ΓΕ. νὰ πλη- 
σιάζη µίαν κάποιαν ὠρισμένην εὐθεῖαν. 

Αὐστηρότερον τὰ πράγματα ἔχουν ὡς ἑξῆς. 


Ὀρισμὸς 1. ᾖαλοῦμεν ἀσύμπτωτον εὐθεῖαν τοῦ διαγράμματος (Ύ) 
μιᾶς συναρτήσεως ᾗ, τὴν εὐθεῖαν ἀπὸ τῆς ὁποίας ἡ ἀπόστασις ἕνὸς σήµείου Ἠ, 
κινουµένου ἐπ᾽ ἄπειρον ἐπὶ τοῦ διαγράµµατος τῆς ᾗ, τείνει πρὸς τὸ μηδέν 
(ὡς εἰς τὸ σχῆμα). 


- ος . 


Τὰς ἀσυμπτώτους εὐθείας διακρίνοµεν εἰς κατακορύφους ὁριζοντίας 
καὶ πλαγίας. 


Ὀρισμὸς ἆ, Λία εὐθεῖα α-- ξ θὰ καλῆται κατακόρυφος ἀσύμπτωτος 
τοῦ διαγράµµατος μιᾶς συναρτήσεως ᾗ, ὅπου ξεῖ σημεῖον συσσωρεύσεως 


3 


τοῦ «Ὁ(/), ὅταν, καὶ µόνον ὅταν, ἰἰπι[ία) τ- --οο ἢ --ο. 
Χ--ξ 
2ηκείωσις. Τὴν ἀσύμπτωτον εὐθεῖαν τοῦ διαγράµµατος τῆς Ε. θὰ κα- 
λοῦμεν τοῦ λοιποῦ ἀσύμπτωτον τῆς Ε. 


Παρατήρησις 1. ᾿Εὰν τὸ σημεῖον ξεβ εἶναι δεξιόπλευρον σημεῖον 


συσσωρεύσεως τοῦ «)({) καὶ πχ) -- --οο ἢ --ᾱο τότε ἢ χ-- ἕ εἶναι 
χ-»ξ-το 
ἀριστεράὰ κατακόρυφος ἀσύμπτωτος τῆς Ε (ὥς εὑρισκομένη ἀριστερὰ τοῦ 


διαγράµµατος τῆς Ε). 


Παρατήρησις 2. ᾿Εὰν τὸ σημεῖον ξεξ εἶναι ἀριστερόπλευρον σημεῖον 


συσσωρεύσεως τοῦ «Ὁ(Ώ καὶ Ππι(κ) -- --οο ἢ --ο τότε ἢ χ-- ἕ εἶναι 
κ.νξ--0 


δεξιό κατακόρυφος ἀσύμπτωτος τῆς Ε, 


Παρατήρησις 2. Ἐὰν τὸ σημεῖον ξεῖ εἶναι ἀμφίπλευρον σημεῖον συσ- 


σὠρεύσεως τοῦ «)(Γ) καὶ πια) -- Γοο ἢ ---σο καὶ Ιπι(α) -- --οο ἢ ----ο, 
κ. σξ--ὂ κ Χ-ξ--θ 
τότε ἡ Χ -- ἔ εἶναι ἀμφίπλευρος κατακόρυφος ἀσύμπτωτος τῆς Ε. 


Τὰ ἀνωτέρω φαίνονται σαφῶς εἰς τὰ ἀκόλουθα σχήματα. 


ΥΞ Εκ) 


Ππιῄχ) τω 
χ--ξ-ο 


ΥΞ Το) 


Ίνπη Εκ) π]ιπη ία) .ραω 
Χ-ο- ξνο κ-- ὅ-ο 


-96- 


επα [οκ) 
Χνζνο 


Κατόπιν τῶν προηγουμένων, διὰ νὰ προσδιορίσωµεν τὰς κατακορύφους: 
ἀσυμπτώτους μιᾶς συναρτήσεως Ε (ἐφ᾽ ὅσον ὑπάρχουν) ἀρκεῖ νὰ εὕρωμεν 
διὰ ποίας τιμὰς τοῦ χ -- ξεζθ(ῇ) ἡἦ συνάρτησις Ε{ μὲ Υ -- Γκ), ἀπειρίζεται 
θετικῶς ἢ ἀρνητικῶς ὅταν χ --» ἕἔ, ὁπότε αἳ εὐθεῖαι χ -- ἔ θὰ εἶναι αἱ κα- 
τακόρυφοι ἀσύμπτωτοι τῆς {. 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1. Νὰ εὑρεθοῦν αἱ κατακόρυφοι ἄσύμπτωτοι τῆς συναρτήσεως { 
ς μις 
μὲ {) - ς μὲ Φί(ΘΞΚΕ--(θ) 


᾽Απάντησις. Παρατηροῦμεν ὅτι: Ιἰπι[(α) -- -οο καὶ πας) ς- ----ο, Επομένως: 
κ-»0340 κ. »0--0 


χΧ-- 0 καὶ ἡ { ἔχοι ὡς ἀσύμπτῶτον κατακόρυφον, καὶ ἀριστερὰν καὶ δεξιάν, τὸν ἄξονα. 
τῶν Υ, ὡς εἰς τὸ σχῆμα : 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2. Νὰ εὑρεθοῦν αἲ κατακόρυφοι ἀσύμπτωτοι τῆς συναρτήσεως ϐ; 
1 


μὲ ἴα) --ο" μὲ 20 -κ-- (0). 
᾽Απάντησις. Γνωρίζοµεν, ὅτι Ππιίςς) -- --οο, ὑπομένως ἡ Ε ἔχει µίαν µόνον ἀρι-- 


Χ-»0-0 
στερὰν κατακόρυφον ἀσύμπτωτον, τὴν εὐθεῖαν χ -- 0. 


Παρατήρησις 1. Μία συνάρτηῆσις ἕ εἶναι δυνατὸν νὰ μὴ ὁρίζεται. 
εἰς τὸ σημεῖον ἕ καὶ ἡ εὐθεῖα χ -- ἕ νὰ εἶναι ἀσύμπτωτος αὐτῆς.. 


ΞΞΜΟΠ.. - 


Ἐπίσης εἶναι δυνατὸν νὰ ὀρίζεται εἰς τὸ σημεῖον ἕ καὶ ἡ εὐθεῖα 
ΧΞ ξ νὰ εἶναι ἀσύμπτωτος. 


ΠΑΡΑΛΕΙΓΜΑ 1. Ἡ συνάρτησις { μὲ {(Χ) -- αν ὀρίζεται οὕτως : 


[ες] αὼ 
ὕ στ ἂν χ-θ 
[0 ὅν κ -- 


Ὑπάρχει κατακόρυφος ἀσύμπτωτος αὐτῆς; 


᾽Απάντησις. Παρὰ τὸ ὅτι αὕτη εἴναι ὡρισμένη διὰ κ -- 0 ἡ εὐθεῖα χ -- 0 εἶναι κα- 
τακόρυφος ἀσύμπτωτος αὐτῆς. 


ΠΑΡΑΛΕΙΓΜΑ 2. Ἕστω ἡ σὐνάρτησις { μέ: 


μα. 
ως ἂν χεΕα 
Γ--κ ὃν χεκ.- 


Νά ἐξετασθῆ ἂν ὑπάρχουν κατακόρυφοι ἀσύμπτωτοι αὐτῆς. 
᾽Απάντησις. Ἡ Ε ἐδῶ εἶναι ὥρισμένη ψΧΕεΚ. Παρατηροῦμεν ὅμως, ὅτι ὑπάρχει τὸ 


« ν 1 ν ώρας ν σα ας. 
πα Γ(Χ) -- Επι ------ -οο καὶ ἑπομένῶς ὑπάρχει κατακόρυφος ἀσύμπτωτος ἡ χ--0 
κ-νθ0-0 κ-ν0-0 Χ 


καὶ μάλιστα ἀριστερὰ τοῦ διαγράµµατος. 

Παρατήρησις 2. Εΐναι φανερὸν ὅτι διὰ νὰ ὁμιλοῦμεν περὶ τοῦ Πτα) 

Χ-»ξ-ο 
θὰ πρέπει ἢ συνάρτησις Ε νὰ εἶναι ὡρισμένη τουλάχιστον εἰς ἕνα διά- 
στηµα τῆς μορφῆς (6, β) καὶ διὰ τὸ Ππα((κ) εἲς ἕνα διάστηµα τῆς μορφῆς 
κ. νξ--θ 

(α, ϐ). 

Παρστήρησις 3. ᾿Εὰν εἰς ἕνα σημεῖον ἕεξ ἡ συνάρτησις Ε εἶναι ἄσυνε- 
χὴς Ἠἢ ἂν εἰς τὸ ἔ ἢ Ε δὲν ὀρίζεται, τότε ἡ εὐθεῖα χ -- ἔ δύναται νὰ εἶναι 
κατακόρυφος ἀσύμπτωτος. 


Παρατήρησις 4. Διὰ µίαν ρητὴν συνάρτησιν αἱ πραγματικαὶ ρίζαι 
τοῦ παρονομαστοῦ δύνανται νὰ εἶναι ἀσύμπτωτοι κατακόρυφοι. 


1 1 , 
Χ---2 μ χ τετ υμο 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ. Οεωροῦμεν τὴν συνάρτησιν Γ μὲ [0 Ξ- 
2) -- (0,91 --- (2). 


Εἶναι ἀσύμπτωτοι αἱ εὐθεῖαι ΧΞΖ2,ΧΞ -- 


᾽Απάντησις. ᾿Επειδὴ } ὀρίζεται εἰς τὸ [6, 3] --- (21, τὸ ---ἶ δὲν εἶναι σημεῖον συσ- 
σώὠρεύσεως τοῦ «(Ε) καὶ ἑπομένως ἡ χΞ- 1 δὲν εἶναι ἀσύμπτωτος αὐτῆς. Ἐπειδὴ ὅμως 
τὸ 2 εἶναι σημεῖον συσσωρεύσεως τοῦ «(Ρ), ἀφοῦ ἡ Ε εἶναι ὡρισμένη καὶ δεξιὰ καὶ ἁρι- 


στερὰ τοῦ 2, ἀναζητοῦμεν τὸ Πω[(Χ) καὶ τὸ ΠΗπι[(Σ). 
χ- 2-0 χ..»2--0 


Ἔχομεν: Ππιέα) -- πι {.ἳ.- ἰ }---Γο καὶ Μπι) -- 
κ-ν240 κ ν240ΑΧ--2 ΧΙ / κ-2--0 


ο 98 -- 


« 1 1 
Ξ πι {[----- ---υ- )---ᾱ, Συνεπῶς ἢ εὐθεία χΞ 2 εἵναι ἀσύμπτωτος τῆς ἔ 
κωις- τΊ ς Ἡ µπτωτος τῆς 


κατακόρυφος ἀμφίπλευρος, ὡς εἰς τὸ σχῆμα. 


Ορισμὸς 3, Μία εὐθεία 1 -- λε θὰ καλῆται ὁθιξοντία ἀσύμπτωτος 
τῆς συναρτήσεως ᾗ, ὅταν, καὶ µόνον ὅταν: 
πια) --- λεξ [-]-οο σημεῖον συσσὠοεύσεως τοῦ ϐ) 
κ πμ 9 
κ 
ἢ πα) τ- ΛΕΒ [--οὸ σημεῖον συσσωρεύσεως τοῦ 4(/)/] 
Χ.- ν--Ὃο 
ἢ πια) ξ- ἐὑπ](α) τ-- λεξὲ {--οο μαὶ ---οο σημεῖα συσσωρεύσεως τοῦ ο)(/)/ 
Χο» οο κ-ν--οο 
Καὶ λεπτομερέστερον ὡς ἀκολούθως. 
α) ᾿Εὰν Ππιί(κ) -- λες καὶ διὰ χ--Π, ὅπου πεξ καὶ στοιχεῖον ἑνὸς 
Χ-» ου 
διαστήματος τῆς μορφῆς (α, --οο), εἶναι {{α) 5» λ, τότε ἢ Υ -- λ. καλεῖται 
ὁριζοντία ἀσύμπτωτος κάτω (ἐννοεῖται τοῦ διαγράµµατος τῆς ϐ) καὶ δεξιά 
τοῦ ἄξονος τῶν γ. 
β) ᾿Εὰν Ππι(χ) -- λεβ καὶ {(χ) 5» λ, διὰ Χ ««πεξ μὲ πεί--οο, α), τότε ἡ 
Χ-»--οο 


.. 


ΥΞλ καλεῖται ὁριζοντία ἀσύμπτωτος κάτω καὶ ἀριστερὰά τοῦ ἄξονος τῶν γ. 


γ) ᾿ἘΕὰν Ππι(χ) -- λεξ καὶ {απ) -«λ διὰ ΧὉ- π μὸ πεία, --οο), τότε ἢ 


Χ-» του 
ΥΞΛ,. καλεῖται ὁριζοντία ἀσύμπτωτος ἄνω καὶ δεξιὰ τοῦ ἄξονος τῶν γ. 
ὃ) ᾿Εὰν Πχ) -- λεξ καὶ χ) «λ, διά χ «-Ἡ, ὅπου Πεί---οο, ), τότε ἡ 
κ------θο 
ΥΞ-λ καλεῖται ὁριζοντία ἀσύμπτωτος ἄνω καὶ ἀριστερά τοῦ ἄξονος τῶν }. 
8) Εάν Ιἰπι(κ) Ξ- Μπα) Ξ λεΕ καὶ Γκ)» λ διὰ Χ.- π, πεία, --οο0) 
Χ-» ου Χ-ν--οο 
καὶ διὰ α «απ΄, π΄ε[---οο, α), τότε ἡ ΥΞ λ. καλεῖται ὁριζοντία ἀσύμπτωτος 
κάτω καὶ ἑκατέρωθεν τοῦ ἄξονος τῶν Υ. 


ο... 


στ) Εάν Ποί(α) -- πια) -- λεξ καὶ Πχ) «λ. διὰ χΧ:» π, πεία, -ἰ-οο) 


κ-» Ι-οο κ- »--θο 
καὶ διὰ χ -“π'΄, π΄εί--οο, α) ,τότε ἡ Υ ΞΞ λ καλεῖται ὁριζοντία ἀσύμπτωτος 
ἄνω καὶ ἑκατέρωθεν τοῦ ἄξονος τῶν Υ. 
Τὰ ἀνωτέρῳ κατὰ σειρὰν ἀποδίδονται γραφικῶς ὡς κάτωθι. 


πι ξίκ)Ξ λ µε 


χ--Ι 


ΠΑΡΑΔΕΠ ΜΑ 1. Θεωροῦμεν τὴν συνάρτησιν { μὲ {σ) -- » νὰ ἐξετασθῇῆ ἐὰν 


κ---δ 
ὑπάρχουν ὁριζόντιοι ἀσύμπτωτοι αὐτῆς. 


᾽Απάντησις. Ἔχομεν προφανῶς 2(Γ) -- (---ο, 2) {) (2, -ἰ-οο), καὶ ἐξετάζομεν τώρα 


-- 100 -- 


.- 
τὰ Ἱπιί(κ) καὶ Ππι((χ). Ἐπειδὴ πι) Ξ πι Ξ 1, ἔπεται ὅτι ἡ Υ -- 1 εἶναι 
χ-» Γοο χ-»--οο Χου Χντο |... 2. 2 
Χ 
µία ὁριζοντία ἀσύμπτωτος τῆς {, ᾿Επειδὴ ἐπίσης Πτη[(κ) «- 1 καὶ πάλιν ἢ Υ -- 1 εἶναι μία 
χκ-ν--θοο 


ὁριζοντία ἀσύμπτωτος τῆς ϐ. 
Θὰἀ καθορίσωµεν τώρα τὴν ἀκριβῆ θέσιν αὐτῆς ὡς πρὸς τὸ διάγραµµα τῆς Ε, 


5 ΧΙ  α--21- 3 : 3 
Εχομεν πα ποσο στ 1 κ στραςς, καὶ εἶναι 1 κος 1 


ἐὰν χ.2 καὶ 1 --- ο ὅσα ἂνχς 2. 

Συνεπῶς ἡ Υ -- 1 εἶναι ὁριζοντία κάτω, ἀσύμπτωτος τῆς { δεξιἁ τοῦ ἄξονος τῶν Υ 
καὶ ὁριζοντίαᾳα ἄνω ἀριστερὰ τοῦ ἄξονος τῶν Υ (ὡς φαίνεται καὶ ἐκ τοῦ σχήματος). 

1 

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2. Θεωροῦμεν τὴν συνάρτῃησιν Τ μὲ {ίκ) Ξ εὖ . Ὑπάρχουν ὁριζόν-. 
τιοι ἀσύμπτωτοι: 

᾽Απάντησις, Προφανῶς «Φ(8) -- (--ο», 0) Ὦ (0, --ορ). Εΐναι Ππιέ(χ) -- ϱὓ -- 1 καὶ 

Χ-/-οο 
Ηπι(ςς) Ξ- «6 Ξ- 1 καὶ ἑπομένως ἡ Υ Ξ- 1 εἶναι ὁριζοντία ἀσύμπτωτος τῆς Ε,. ᾿Ἐπειδὴ διὰ 
Χ-ὸ--οο 
1 1 ον 


Χς 0 εἶναι ος 5» 1 καὶ διά χ-«0 εἶναι ϱ Χ -«« ἰ, θὰ ἔχωμεν τὸ ἀκόλουθον σχῆμα. 


Ὀρισμὸς 4. Μία εὐθεῖα ἵΞ- αν Γβ/α, βείὲ θὰ καλῆται : πλαγία ἀσύμ- 
πτωτος τῆς συναρτήσεως ᾗ, ὅταν, καὶ µόνον ὅταν: 


Αα κών λε ϱ ἢ ἱπι[]ω)-- αἲ-- β]-- 0 


Χ-ν--οο 
Διὰ τὸν ὑπολογισμὸν τῶν σταθερῶν α, βεξ ἑργαζόμεθα ὡς ἑξῆς, 


"Ας ὑποθέσωμεν, ὅτι πχ) --αχ---β]5-0, τότε ΙΙπι[(οο) --αχ]-- β.. 
Χ-.» -|-οο -ροο 


-- 10ἱ -- 


"Αρα β --- Ππι[(α) -- ασ] 4) 
Ἐπειδή, ὅταν χ --» -- οὉ, θά ἔχωμεν ὅτι: ο. --0, ἑπομένως: 
Χ 
Ιίπι (9 ο) Ξ- Επι Β Ξ 0 (βεΒ), ὁπότε: πι 9 τα 
πο νο Χ χ--Ἴοο. Χ Χ-» ος Χ 
---. 
ρα: α -- Ιπι 9 6) 
Χ-»-οο Χ 


Ἐκ τῆς (1), ἀφοῦ προσδιορίσωµεν τὸ α ἐκ τῆς (2), εὑρίσκομεν τὸ β. 
Ομοίως ἂν Ππιῃ[(χ) --αχ --- β] -- 0, ὁπότε: 
χ 


--α 


{{Χ) 


Παρατήρησις 1. Εὰν ἀπὸ τὰ ὅρια, α-- πι καὶ β -- Ιἴπι Π(κ)--αχ] 
κ.» ἴ-οο Χ Χ-» -σο 
(ὁμοίως καὶ διὰ κ --- ---οο) ἕνα τουλάχιστον δὲν ὑπάρχει, τότε δὲν ὑπάρχει 
καὶ πλαγία ἀσύμπτωτος τῆς {. 


Παρατήρησις 2. Ἡ πλαγία ἀσύμπτωτος τῆς { θὰ εὑρίσκεται κάτωθεν 
τοῦ διαγράµµατος αὐτῆς, ὅταν {α) 7» αχ--β ΨχΧεΕ: |χ|Σ ἑνὸς θετικοῦ 
ἀριθμοῦ ϐ καὶ ἄνῶθεν τοῦ διαγράμματος τῆς Ε, ἂν Πα) -«-«ακ--β νχεξ: |χ356. 

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ |. Εὔρετε τὰς πλαγίας ἀσυμπτώτους τῆς συναρτήσεως { μὲ [σ) -- 
ο ΡΕ πνιος 

2χ 


ἐφ᾽ ὅσον ὑπάρχουν. 


᾽Απάντησις. Προφανῶς -)() -- Χ --- (0) καὶ ἑπομένως --οο καὶ --ο σημεῖα συσ- 


σρεύσεως τοῦ 4) (ϐ. Ἰ᾽Αναζητοῦμεν τώρα τά: πι (ο καὶ πι 1 
κ. »Ἴ-ο Χ Χο Χ 
ν ῃ Γ(κ) ν χ.-{ 1 1 
Ἐχομεν: πι ὍὉ- - πι πμ - 
χομ ο πας υπ 2 ἄρα: α 2 
: . 3 -- 
Καὶ ἐπίσης: πι ο). πι Χ τα, ἄρα καὶ πάλιν α-- οι 
κ.-»--0οο. Χ χ-»--οο. 21” 2 2 
᾿Ακολούθως ἀναζητοῦμεν τά: Ππι[[(κ) ----αχ] καὶ Ππ[[(χ) --- αχ]. 
κ.» Ἔθο Χ--»'-οὉ 
ν ας : μια 1 . 1 νου 
Έχομεν: Ιἰ[ζ) --- αχ] -- Ιἶπι(. --ᾱ-κ) -- ἴπι «ορ καὶ Ιἰπίκ)-κα]-θ, 
π-Ἴοο κ-ροοὶ 2Χ 3 π.-»-οο2κ 


ἄρα δι᾽ ἀμφοτέρας τὰς περιπτώσεις β- 0. 


- 


σσ» 1 ας φας 
Κατόπιν τούτου ἡ εὐθεῖα Υ  αχ--β ο ῃ χ{0- 2 κ εἶναι πλαγία ἀσύμπτωτος 
τῆς ἔ. 


Ἐπειδὴ τώρα: Εθ8 --(ακ--β) -- ας. Χ : 


ον ου αν 
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Θὰ ἔχωμεν: {{π) »- αχ--β ἂν χ 0, ὁπότε ἡ ἀσύμπτωτος τῆς Ε διά κ»» 0 εἶναι 
κάτω τοῦ διαγράµµατος αὐτῆς, ἐνῶ διὰ χ «0, εἶναι ὑπεράνω τοῦ διαγράµµατος. 


ο 
ΠΑΡΑΔΕΙΓΝΙΑ 2. Θεωροῦμεν τὴν συνάρτησιν Ε μὲ {(κ) - ο. 


Ἐξετάσατε ἂν ὑπάρχουν ἀσύμπιωτοι αὐτῆς κατακύρυφοι, ὀριζόντιοι, πλάγιαι. 


"Απάντησις. Πρέπει (ϐ --1) (κ-.3) 30 (ασε --ᾱ) ----- (κ--!)(κ--δ) 20. 


Ἑπομένως «Φ(Ώ) -- (--οο, ---3) ὮὉ [--1, -Ι- ο) καὶ τὰ σημεῖα ---3, ---ἲ, ---οῦ, ---ο ση- 
μεῖα συσσωρεύσεῶς τοῦ 9Φ(). 


1) Ἐξετάζομεν ἂν ἔχη κατακορύφους ἀσυμπτώτους, ᾿Επειδὴ ἡ Ε εἶναι συνεχἠς 
ἓν (ΔΡ) θὰ ἔχωμεν: 


να Ξ- [(ξ)-- ᾖέτι 9ε Ίοο, ἂν ἕ πε --3 καὶ μὲ ξε2(Ό. 


Αὐτὸ σηµαίνει ὅτι δὲν ὑπάρχει εὐθεῖα χ -- ἔ μὲ ξε-2(θ), ἡ ὁποία νὰ εἶναι κατακόρυ- 
φος ἀσύμπτωτος τῆς ἓ. 

"Ας ἐξετάσῶμεν τώρα τὴν εὐθεῖαν χ -- ---ᾱ. Ἐπειδὴ ἡ ἓ δὲν ὀρίζεται δεξιὰ τοῦ ---ᾱ, 
θὰ ἐξετάσωμεν τὸ Ιπιῖ(ς). 


χ----32--0 
. . χὶ--Ι : χὸ --1 
Ἐχομεν: Ππίς) 5 πι σος - / πι ο ος -- «ορ, 
κ-»----θ  πκ.κ----θ τὰ απ. »--ᾱ--θΧ -ἰ-3 . 
ὁπότε ἡ χ-- ---3 εἶναι κατακόρυφος ἀσύμπτωτος κειµένη δεξιὰ τοῦ διαγράµµατος τῆς Ε. 


Ἐξετάζομεν τώρα ἂν ὑπάρχουν ὁριζόντιοι ἀσύμπτωτοι. 
Εἰς τὴν περίπτωσιν αὐτὴν θὰ ἐξετάσωμεν ἂν ὑπάρχουν τὰ Ππιί(χ) καὶ Ππιίς) καὶ 


χο γου Χ- νο 
εἶναι ἀριθμοὶ πραγματικοί. 
ς κ αε ῃ ο κο χ ῥρρι. 
Ἐχομεν: ἠΠπι(α) -- πι ] ος - ο καὶ Ππιο) τ- πι 
απ.» 10ο τ.Γ09 ο νε νμα ια κ. »--ρο ι χο 


-- -|-οο, ἑπομένῶς δὲν ὑπάρχει ὁριζοντία ἀσύμπτωτος. 
Ὡς πρὸς τὴν ὕπαρξιν πλαγίων ἀσυμπτώτων ἑξετάζομεν τά: 
{(χ) {() 


πι καὶ Ιἶπι 
π.»οο ἃἅ κ------οϱϱ Χ 


Ἔχομεν: Επι ὦ νὰ άβ Ηἶπα ν ο. «1 καὶ πι ω. 
π-»--ο Χ κ----οο Ἱ χὸ --2χ” κ-.--ρο Χ 


.ι. 
-----ἶπι γ βρω. 
κ.»--ο } Χὸ -ἰ-3χὰ 
Κατόπιν τούτου εἶναι: α Ξ- 1 διὰ τὴν πρώτην περίπτωῶσιν καὶ α Ξ ---ἶ διὰ τὴν δευ- 
τέραν περίπτωσιν. ᾿᾽Ακολούθως ἑλέγχομεν ἂν ὑπάρχουν τά: 


Ηπα[((κ) --- αχ] καὶ Πππ[ε(κ) --- αχ] 
Χ.» ου Χ-»---οο 


Διὰ αΞξ 1 θὰ ἔχωμεν: 


Ἱπι[() κ) ς- Ππι (Ύη ---) ο ών. 
Χ--» ἠ-οο κ. 10ο κ Χ-» Ἔθο ρα Ἔκ 
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-- 3 3 
Ξ πι 3" ΤΙ ποτ ὁπότε ἡ εὐθεῖα } ξ- αχ--βξκ--- --κ-- 
κ-ν ορ (ΚΣ) (0-1) Έκδ 3 3 
εἶναι µία πλαγία ἀσύμπιωτος. 
Ἐπίσης διὰ α-- --ἶἰ θὰ ἔχωμεν: 
ώτα κ 
ἵπαι σι) 
ἠπη[ε(κ) -χ] -- Ίἴπι (γ ο εκ) - ἥπ ---πττς- -- 
κ-γ--οο λσν--οο ν ἴ  ππαςἡμὰ χ-γ----ο 1/10 ΕΙ -. 
ῄ Χ 
ον .. --- 3χὰ - 
ος 81 
α΄ (««Ε2) ὰ αμ χ(κ--3) 
Χ-ι-3 
1 
: ως. 3 
ας. ΠΗ «τς Ἕτες πε. --θκανασε 
Χ---. 9ο --(α -- στ) ο μ ο κ ο 
ἁ σι ᾱ. 
3 Χ 
ὁπότε καὶ ἡ εὐθεῖα υ -- --χ -- ο εἶναι µία πλαγία ἀσύμπτωτος. 
» ο δν, ο ς ον ως 3 μ ᾿ 
Επειδή διὰ κ-» --ἰ εἶναι [ίκ) τν κ-----  ἡ ἀσύμπτωτος Υ -- Χο. Κεῖται κά- 


3 


τωθεν τοῦ διασγράµµατος τῆς ἕ καὶ ἐπειδὴ διὰ χ-«---ᾱ εἶναι Ε(κ) Ὁ» ---κ αν 3 


ἡ ἀσύμ- 


πτωτος Υυ - --κ -- ο. κεῖται καὶ αὐτὴ κάτωθεν τοῦ διαγράµµατος τῆς Ε, 


Γραφικῶς ἔχομεν τὸ ἄνω σχῆμα. 


αν ος Ξ. ος ας 
ἨΠσρατηροῦμεν ὅτι υγ - --κ -- --- τέμνει τὸ διάγραµµα τῆς ἵ[ εἰς τὸ σημεῖον 


τα 


23 /χὸ ες 4 . νὰ, 
Χαν 21) διότι ἡ ἐξίσωσις : μννὰς μα --Χ-ἵ- κ η ἔχει λύσιν ἐν «Φ(ῆΏ). ᾿Ενῶ ἢ ἐξίσωσις 


---λ 
- . ΜΜ κ----ᾶ δὲν ἔχει λύσιν ἐν Φ/(). 
[κε 6 πηορἀθοή μα. (0 εέὰ 141 


12. 34 ᾿Αρσις ἀοριστίας καὶ κανόνες τοῦ ἀε )Ηοςρίία! 


Τὰς ὁριακὰς τιμὰς τῶν μορφῶν;: 


0 
α) [πι 109 μὲ ΠΠ] (κ) Ξ- Ηπιβρ(α) -- 0, ἤτοι τοῦ τύπου ( } 
χ-οξ [ο(Χχ) κ.νξ Χοξ ο) 
β) αι ο. μὲ Ππιι(χ) Ξ- Ππιζο(Χ) ς- -οο ἢ (--αρ), ἤτοι τοῦ τύπου 
χ.νξ 6 Χ χ-νξ Χ-νξ 


γη {5} 
ο. -αο ) 
1) πιει). ((κ)] μὲ Ππιι(κ) -- 0 καὶ Ππιίο(ς) -- -Γοο, ἤτοι τοῦ τύπου 
χ-.ξ χ-νδ χ-οξ 


(0. - ο0). 
δ) ἱἰπι[ι() ΙΙ μὲ Ηπιίι() ς- -Γοο καὶ Ππι[ο(κ)--0, ἦτοι τοῦ τύπου (-ς οοϐ) 
κ-ρξ κ-νξ χ-»ξ 


κ.ο.κ. τῶν τύπων (--οϱ) --(--οαρ) 00.119 καλοῦμεν ἁπροσδιορίστους 
µορφάς, διότι ἐπὶ τούτου δὲν δύνανται νὰ ἐφαρμοσθοῦν ἁπ᾿ εὐθείας τὰ 
θεωρήματα τῶν ὁρίων ἐπειδή, ὡς γνωρίζοµεν, αἱ ἁἀντίστοιχοι πράξεις κ. 
κλπ. δὲν εἶναι ἐπιτρεπταί. 

Μερικαὶ προτάσεις ποὺ ἀναφέρομεν κατωτέρω ὑπὸ τὴν ὀνομασία 
«Κανόνες τοῦ άε |’ Ηοςρίίαἰ» μᾶς βοηθοῦν εἰς τὴν ἄρσιν, ὡς λέγοµεν, αὐτῶν 
τῶν ἀοριστιῶν. 


ΠΡΟΤΑΣΙΣ 1. Θεωροῦμεν τὰς συναρτήσεις ἴι καὶ ἴο, αἱ ὑποῖαι εἶναι 
ὡρισμέναι εἲς µίαν περιοχὴν τοῦ σημείου ξεΚ. 

Ἐὰν ἰσχύη ὅτι: 

1) Ὑπάρχουν αἱ παράγώγοι εἰς τὴν θέσιν κ Ξ- ξεπ(ξ. ε) 

2) (8) 0 

3) Ιπιῖ (ας) -- πι (χ) Ξ 0 

κ-ξ κ-οξ 

τότε: 
ἔ(α). 


α) ὀρίζεται τὸ πηλίκον 
) ὁρίς η ἴμ(κ) 


εἰς τὴν περιοχὴν πίξ, ε) --{ξι, καὶ 
(κ) 


ον σι ο μ.ο 
Ιἶπι - αἱ εἶναι | πα Έλα 
β) ὑπάρχει τὸ ἀ αι ο ο ο Γ(ϐ) 
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᾿Απόδειξις. ᾿Επειδὴ αἱ { καὶ {, ἔχουν παράγὼγον εἲς τὴν θέσιν χ -- 
Ξ- ξεπ(ξ, ε), ἔπεται, ὅτι αὐταὶ εἶναι συνεχεῖς εἰς τὴν θέσιν κ -- ἕ καὶ τότε 
θὰ ἔχωμεν : 
Ππι(κ) ς- (8) καὶ πιίο(χ) -- ΓΕ). 
κ» Χ.νῶ 


Ἐπειδὴ ἐξ ὑποθέσεως θὰ ἔχωμεν ὅτι: {Π(8) -- ΕΕ) -- 0. ᾿Επειδὴ Εξ) 
0 θά ἔχωμεν: (6) 75 0 ἢ µόνον Γ8) «0. 

Ας ὑποθέσωμεν ὅτι εἶναι: Ε’ο(ξ) -» 0. Αὐτὸ σηµαίνει ὅτι ἢ {ο εἶναι 
γνησίως αὔξουσα εἰς τὴν θέσιν χ -- ἔ, δηλαδἡ ὑπάρχει περιοχἡ τοῦ ἕ ἡ 
π(ξ, ε) οὕτως ὥστε: [ωκ) «-Π(8) -- 0 ψχε(ξ---ε,ἕ) καὶ Ες) 5» Εξ) -- 0 
Ψχείξ, ξ--ε) καὶ ἑπομένως εἶναι {ο(κ) 5ὲ 0 ψχεπίξ, ε) ---{δ]. 

{ν(Χ) 
[(χ) 

Ἔστω τώρα ὅτι {΄α(ϐ) «0 τοῦτο σηµαίνει ὅτι ἡ {ο εἶναι γνησίως φθί- 
νουσα εἰς τὴν θέσιν κ-- ξεξ, δηλαδὴ ὑπάρχει περιοχἡ τοῦ ἕ ἡ π(ξ, ϱ) 
οὕτως ὥστε : [ο(Χ) - 8) -- 0 νυσα(ξ--ε, ) καὶ (ο(κ) ««Γ5(ξ) -- 0 ψχεί(ξ, ἔ-]-ε) 


Ὥστε τὸ πηλίκον - εἶναι ἐντελῶς ὥρισμένον σχεπίξ, ε) ---{ξ]. 


--- : --- { : 
καὶ ἑπομένως εἶναι: [ακ) π- 0 νχεπίξ, ε) ---(ξ} καὶ τὸ πηλίκον τη καὶ 
2 
πάλιν εἶναι ἐντελῶς ὠρισμένον ψχεπ(ξ, ε) ---{δι. 
Ἐπειδὴ {Π(Ξ) --- Ε(Ε) -- 0 θὰ εἶναι: 


πς)---α(δ) 


ὕπι ΠΟ. μπι ΠΠ η, πο 
κε Ῥ(κ) κ. βίκ)--ξ) κ. Ε-- ΕΚΕ) 
Χ---ᾱ 
ὑπ Πο Θ 
κκ «..Ἔ πο 
ἵπι πο) 
χ-οξ Χ--δ 


Παρατήρησις 1. Τὸν κανόνα αὐτὸν τοῦ ἆς |’ Ποσριίαἱ θὰ ἐφαρμόζωμεν, 


Αν] « . - ν 0 
ὅταν ἔχωμεν ἀοριστίαν τῆς μορφῆς τι 


Παρατήρησις 2. Ἡ πρότασις ἰσχύει καὶ ὅταν ἀκόμη αἱ { καὶ { εἶναι 
ὡρισμέναι εἰς µίαν πλευρικὴν περιοχἠν τοῦ σημείου ἕ, δηλαδὴ εἰς τὴν 
(ξ--ε, ξ] ἢ [ξ, ξ--ε) καὶ τότε αἱ ὁριακαὶ τιμαὶ εἶναι πλευρικα(. 

ΠΑΡΑΔΕΙ ΜΑ |. Διὰ τοῦ κανύνος τοῦ ἆε ἓ Ηοσρίίαὶ ὑπολογίσατε τὰ ἀκόλουθα 
ὅρια: 

ὃν αχ 

α). πιο ελα ταν Β) πα. ΙΡ Υ1) 

χ.νὶ Χ'--ᾱχ--3 κ.»ο οἵ--ἲ 


᾽Απάντησις. α) ΘΟέτομεν {ι(χ) -- αχ ---2χ”-2κ καὶ ία) -- χ) --4χ--λ. Παρατηροῦ- 
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μεν ὅτι: Φί({) -- Κ. καὶ «2(0) -- Κ. Ἑπομένῶς ἀμφότεραι εἶναι ὡρισμέναι εἰς µίαν περιο- 
χὴν τοῦ σημείου 1, π.χ. τὴν (1 --ε, 1 --ε)(ε-5 0). Προφανῶς ὑπάρχουν αἱ παράγῶώγοι 


αὐτῶν εἰς τὴν θέσιν χ -- ὶ καὶ εἶναι Ε΄ο(κ) Ξ-- 2χ---4 καὶ συνεπῶς Εο(1) -- ---2 -- 0. Ἐ- 
πίσης εἶναι : Ιπιει(χ) -- 0 -- Ππιῖο(κ) -- 0. 
Χονί Χ-νὶ 
Ῥόσει τούτων πληροῦνται ὅλαι αἱ προὐποθέσεις τῆς προτάσεως καὶ ἑπομένως : 
[ἶμι πο ἔ 3.1 --.1.2  --ἶ 


κο τα απο ο ο 


β) Θέτομεν: {Π(Χ) -- Ιορίκ--1) καὶ ωχ) -- εἵ---ἰ. Είναι: Φ({) -- (--ἶ, -Ι-οο) καὶ 
Φ(Ε) - Ε. ᾽Αμϕότεραι λοιπὸν εἶναι ὡρισμέναι εἰς µίαν περιοχὴν τοῦ 0 π.χ. τὴν πίθ, ε). 
Αα. Γ.(χ) -- αἳ, αἱ 

.--κ χα 
ὁποῖαι ὑπάρχουν εἰς τὴν θέσιν χ -- 0 καὶ μάλιστα [΄(0) Ξξοεῦ-1 --ο0.. 
Ἐπίσης εἶναι : Ιπι]ος(! --χ) -- ορ! -- 0 καὶ Ππι(α) -- ϱὐ --- { -- 0, ἥτοι : Ιἰπβι(α) -- 
χ-»0 Χλ. 0 κ-»ο 
5 Ππυ[(Χχ) -- 0. Ὥστε ὑπάρχουν ὅλαι αἷ προὐποθέσεις διὰ τὴν ἰσχὺν τῆς προτάσεωώς 
Χ-» 
καὶ συνεπῶς τὴν ἐφαρμογὴν τοῦ κανόνος. 
» . Εικ) Γ΄ (0) 1 
Ἐχομεν; πι ν -υ ο -- --ᾱ 
κ. Ε(Χ) Γ(0) 1 


Αἱ παράγωγοι αὐτῶν εἶναι ἀντιστοίχως Ε΄ι(χ) -- 


οπππττπα ρος--ᾱ--ᾱ 
ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2. Νὰ εὑρεθῆ τὸ Ππι ΝΑ Τ2χ τς ν1ὸχ 


τα μὲ τὸν κανόνα τοῦ ἆθ 
χ-»θ χΧ 4 


Γ Ηορρίία|. 


᾽Απάντησις. Θέτομεν ΒΠιο) -- 1 δκ-- ν1:-Ακ καὶ [ε(κ) ς- κ--2χὲ. Ἡ πρώτη 
ο ο Ι ο ὁ ξ ο 
συνάρτησις εἶναι ὠρισμένη νχε[--- 1” -9) καὶ ἡ δευτέρα ΨΧΕΒΕ, καὶ ἑπομένως εἷ- 


ναι ἀμφότεραι ὡρισμέναι εἲς µίαν περιοχὴν τοῦ μηδενός, 
Αἱ παράγωγοι αὐτῶν εἶναι ἀντιστοίχως : 
πας» α- , 1 -Ι-2χ)΄ (1 -ακ)' | 3 
0) -- (ντα) --(1ή-2κ) -- ----------- το Ἕξ ----σο ροκ 
: 2γ1:-2χ 21 :-2χ 1ο 21 33χ 
καὶ Γο(χ) -- Ι--4χ καὶ ὑπάρχουν εἲς µίαν περιοχἡὴν τοῦ μηδενὸς καὶ εἶναι : 


(0) -ι-- : --- : καὶ Γ(0) -- 1 κο. 
Ἐπὶ πλέον Ἱπαίι(κ) -- 1 ---ἰ Ξ- 0 -- Ιἰπι(κ) -- 0. 
χ-»θ Ἀ-»θ 
Ὑπάρχουν συνεπῶς αἱ προὐποθέσεις διὰ τὴν ἐφαρμογὴν τοῦ κανόνος καὶ ἔχομεν: 
1 - 
μες αν Ἕσνως 
κ.»ο ἔρ(κ) {(0) 1 2 


ΠΡΟΤΑΣΙΣ 2. Θεωροῦμεν τὰς συναρτήσεις ἴι καὶ Το, αἵ ὁποῖαι εἶναι 
Φιισμέναι εἲς ἕνα διάστηµα {α, β). 

᾿Εὰν ἰσχύη ὅτι: 

1) ὑπάρχουν αἳ παράγωγοι αὐτῶν Ψσχεία. β) 

2) {ε(α) θέ 0 νχεία, β) 
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3) Ππιι(κ) -- Ιπιξ,(κ) -- 0 


χ.»α--θ Χχ-»α--0 


/ 
4) πι ιν λεξ ἢ -|-οο ἢ --ο0 τότε: 
κ-γα-ξο Εο(Χ) 


λεε ἢ --οο ἢ --οο, 
Χ-φα4-0 Ἠο(χ)  α-ναφθ ἕο(κ) 


Απόδειξις. Αἱ συναρτήσεις {ι καὶ 6 βάσει τῆς (3) πληροῦν τὰς σὺυν- 

θήκας : Ιπιβ(κ) -- Ηπιρίχ) -- 0 καὶ ὅμως δὲν ὀρίζονται εἰς τὴν θέσιν χ--α. 
κ.ναθ κ-γα-.0 

Ἐὰν θέσωµεν Π(α) -- ἴεία) -Ξ 0, τὀτε καθιστῶμεν αὐτὰς συνεχεῖς δεξιὰ 
τοῦ α καὶ ἑπομένως ἂν χ εἶναι ἕνα στοιχεῖον τοῦ (α, β) τότε ἀμφότεραι 
εἶναι συνεχεῖς εἰς τὸ [α, χ]. ᾽Αλλὰ ἐξ ὑποθέσεως παραγωγίζονται Ψχεία, β), 
ἑπομένωῶς θὰ παραγωγίζωνται καὶ σχεία, κ). Διὰ τὴν συνάρτησιν ὅμως {ο 
ἴσχύει ΠΕ) «0 νξεία, κ), διότι ἄλλως ἂν ὑπῆρχε ξεία, κ) οὕτως ὥστε 
{(ξ) -- 0, τότε ἀπὸ τὸ θεώρημα τοῦ Ἐοᾖε, ἐπειδὴ {ία) -- 0 καὶ {ε(5) -Ξ 0, 
θὰ ὑπῆρχε διὰ τὴν ϐ ἕνα τουλάχιστον ἔι μὲ α -«ἕι «-«ἕ οὕτως ὥστε 
Γ.(ξ) -- 0, ἄτοπον ἀφοῦ Γ’(α) «0 νχεία, β). 

Συνεπῶς εἶναι {(ξ) -- 0 ψξεία, κ). 


᾿Αφοῦ συμβαίνει αὐτό, τὸ πηλίκον εἶναι ποντοῦ ὥρισμένον ἐν 


[) 
ν(κ) 
(ία, αχ), ὅπου χεία, β). 

Παρατηροῦμεν τώρα ὅτι διὰ τὰς συναρτήσεις ἔι καὶ { μὲ πεδίον ὁρι- 
σμοῦ τὸ [α, χ] πληροῦνται ὅλαι αἱ προὔποθέσεις τοῦ γενικωτέρου θεωρήµα- 
τος τῆς µέσης τιμῆς τοῦ διαφορικοῦ λογισμοῦ, ὁπότε θὰ ὑπάρχη ξιεία, α) 
οὕτως ὥστε : 


ὀρο--ώ ἔν Εκ 


Θά δείξωµεν τώρα ὅτι [πι πο Ξ-. πι ο) 
κ-»α-0 ΠΧ)  κ--α-θ {΄ο(χ) 

Θεωροῦμεν πρὸς τοῦτο τυχοῦσαν ἀκολουθίαν χι |νεν ἀπὸ τὸ (ία, β) 
μὸ Χν -- α--θ. Ἡροφανῶς εἰς κάθε ἀπὸ τὰ διαστήµατα {α, χι). ία, Χο), .««» 
(ία, Χν),... θὰ ὑπάρχη, κατὰ τὰ προηγούμενα, καὶ ἕνα ἕνινΞ- 1. 2,3,... 
Πίκν). ία [1ου | ν -- 1, 2, Ὀρν 
Ε(κν) Γ ο(ὂν) 
᾽Αλλὰ α «ἕν «ἂν ΨνεΝ καὶ Χ, -- α--θ, ὁπότε τότε καὶ ἔ, --» α-ξθ. 
{Ππ0ςν) μάς ἰἶπι Πα) μ. 1ἶπι Ῥ (3) Ιἱπι Γ1(ς) α- 


β(ὸ--μ()  θι) πῶ Εξ) 


οὕτως ὥστε νὰ εἶναι : 


Ὥστε: πι 
χ-»α--ο Ε(Χν) χ-»α--0 Βία) ὄν-»αθ Γον) χ.να--θ Γ.ο(κ) 


--λεβ ἢ --οο ἢ --οο, 
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Εἰς τὸ αὐτὸ συμπέρασμα φθάνομεν ἂν κ-»β-- 0 καθὼς καὶ ὅταν 
Χ -- ἔ--θ καὶχ -» ἔ---. 

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1. Εὔρετε τὰ ἀκόλονθα ὅρια: 
συνχ ---ᾱ ϐ) πι αγ 1---261”-1 


κ-»0 χὸ μη ᾱ--υν 


᾿Απάντησις. α) Θέτομεν Ε(Χ) Ξ- συνκ--- { καὶ (οκ) -- χὲ. Αἱ συναρτήσεις {ι καὶ {: 
εἶναι παντοῦ ὡρισμέναι ἐν ΚΕ. Αἱ παράγὠγοι αὐτῶν εἶναι ἀντιστοίχως : 
Γ.(κ) Ξ-- ημχ καὶ Γκ) -- ὃκ καὶ ἰσχύουν : 
1) Ὑπάρχουν αἱ παράγωγοι αὐτῶν ψχεΕ 
2) Εο(κ) 0 νχεκ -- {0} 
3) Ηπῃοα) Ξ0-5 Ὃ 


Χ-»0 
(Δηλαδὴ ἐδῶ ἔχομεν ἀμφίπλευρα ὅρια τοῦ χ -- 0:-0καϊὶκ --» 0---0) καὶ [πι πι -- 
κ.»θ Γο(α) 
αι κώο  δο..... 
2 κ.» Χ 2 
Ἐπειδὴ λοιπὸν πληροῦνται αἱ συνθῆκαι τοῦ β’ κανόνος τοῦ ο |’ Ποςρίία|, θά ἔχωμεν: 

πι 00) ο μπι τς 
κ-»0 Γ(Χ) χΧ-»0 Γκ) 2 


β) Θέτομεν ἴ(κ) -- κ” Ε1 ---26ἱ-ἳ καὶ [ω(κ) -- (κ--- 1). Αί συναρτήσεις { καὶ ἓν 
εἶναι παντοῦ Φὠρισμέναι ἐν Κ. Αἱ παράγωγοι αὐτῶν εἶναι ἀντιστοίχως : 
Ες) -- 2χ--- 26ἳ- (κ ---- 1)’ Ξἵ- 2χ--- 26” 
καὶ Γ.ο(κ) Ξ- δ(Χ--- 1)3 καὶ ἰσχύουν, 
1) Ὑπάρχουν αἱ παράγωγοι αὐτῶν ψνχεΕ. 
2) Εΐναι 90) --0 ψχεκ --{1] 
3) Ππη(α) ΞΞ 0 -- ἀπιμίτ) 


κ] 
; --2ε"-ὶ 1 
4) Ἱίπι 1). Ξ Ιίπι Μπ - ό ὰ τὰ . ᾿ .αοχ.... 
του ο νι τη ο. διότι διὰ τὰς συναρτήσεις ἔ(κ) Χ 
---261:1 καὶ Ε’ο(κ) -- Δ(κ---1)" ἰσχύουν καὶ πάλιν, ὅτι καὶ διὰ τὰς ἔ καὶ { καὶ ἐπομένως : 
{10... [160 .. µη 2--2673 


Ηπι ὃν 
κ. ο) . { (κ) κι θ(κ--ἰ) 


καὶ πάλιν διὰ τὰς [΄ καὶ Ε’ο, ὅτε τελικῶς : 
πι πα... πι (10... Ιΐπι Γκ) 


μμ λλο ο 1 ο ε.α ο- 
κ-νὶ ος) κ.νὶ τ΄ α(κ). κ.» ΓΕ) ος) χμ (κ) κ 6 3 
Εἰς τὸ παράδειγµα αὐτὸ ἐγένετο συνεχἠς ἐφαρμογὴ τοῦ θεωρήματος, ἀφοῦ ἑκάστοτε 


ἰσχύουν ὅλαι αἵ προὐποθέσεις διὰ τὴν ἐφαρμογὴν τοῦ κανόνος. 


(1ο). η τας θα 1 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2. Νὰ εὑρεθῆ τὸ " ο. μὲ χε(ο, κ. 
Χον 


2/ 
᾽Απάντησις, Θέτομεν Ει(Χ) Ξ- εφκ καὶ Ε(κ) -- χὂ. Αἵ συναρτήσεις ἔι καὶ {ο εἶναι 
. . λ : -- ͵ [η 
ὡρισμέναι νκεο. 2.) Αἱ παράγωγοι αὐτῶν εἶναι ἀντιστοίχως: ἔ (κ) -- σας καὶ 


Γκ) «Ξ 2χ καὶ ἰσχύουν : 
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1) Ὑπάρχουν αἱ παράγώγοι αὐτῶν νχε]ο, Ξ ) 


2) Εΐναι 9 ξὃ νκε(ο, Ξ ) 


3) Ἱέπιξι(χ) -- 0 -- Ιπιβο() 
χ.ν0 κ-νθ 


1 


4) Ιίπι ᾗ ... Ἡ ο Ἡ ω δν  ος ς Ἔω 
κ.νθ-0 Γκ) κ. 2χ κ.»0340. 2χσυν-χ 
Συνεπῶς ἰσχύουν ὅλαι αἱ προὐποθέσεις διά τὴν ἐφαρμογὴν τοῦ κανόνος καὶ ἔπο-- 
µένως: πι ος πα 1, ὰσο. 


χ-»0 Ε(Χ) Χ.»0 Εκ) 


ΠΡΟΤΑΣΙΣ 3. Θεωροῦμεν τὰς συναρτήσεις ἔι καὶ ἔ,, αἳ ὁποῖαι εἶναι. 
Φὠρισμέναι εἰς ἕνα διάστηµα Δ τῆς μορφῆς ία, -- οο). 

'Εὰν ἰσχύη ὅτι: 

1) Ὑπάρχουν αἱ παράγωγοι αὐτῶν ΨΧεΛ. 

2) [ο(κ) -- 0 ΨχΧεΔ 

3) Ιπηι(α) -- Πηίι(χ) -Ξ 0 


Χο Γοο Χ--- ἰ-οο 


: - ! 
αν αι 3 γε ίμο πο θπ πωκας σι. 98 
Χ-ν ἜΓοο Εκ) Χ-» [ου ἓ(α) 


Ξλεςκ ἢ 5 -Γοο, 
᾿Απόδειξις. Ἐπειδὴ αἱ { καὶ {ο ὁρίξονται εἰς ἕνα διάστηµα τῆς μορφῆς 


: ας. ; ῤ Ί 1 ο : 
ία, --- οο) δυνάµεθα νὰ ὑποθέσωμεν α Σ 0. Ἔστω τώρακ-- ν τότε ἐπειδὴ 


χεία, -|- οϱ) θά εἶναι γε ( 0, σα 
-α 


ο : Ι ς : 
Ἑπομένως αἱ συναρτήσεις Ει(Υ) Ξ- μ) καὶ Εο(Υ) -- ἴς ( ) μὲ, 
ν κ. 


Ι 
Δ-- (ο ) πληροῦν τὰς προὐποθέσεις τῆς προτάσεωῶς (2), διότι :. 
α 


: 


δν] 


ο νω-α(α)(-, 


ποτε ϱ)(- ϱ) νο 1) 


1 Ι 1 
2) Ε.() 0 ψε[ο 9 4 ω( . (-- Ὁ) αλά 
α γ γ 


- } (σύνθετος συνάρτήῆσις) 
/ 
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3) Ππι(χ) -- μπι) Ξ- 0 καὶ Ππιῖ(κ) -- Ιἴπιξο(Υ) -- 0 


κ.» Ἔθο Υ-»0γ0 χ-» Ἔ-οο Υ-»0--0 
4) Πτι αμ ω ει ἢ λ.-- -Ἔοο, 
Χ--Ἔοο Γ΄ οκ) Υ-»030 Ε΄ο(γ) 
'Ἑπομένως θὰ ἔχωμεν : 
Ε . 
αμ μα. μπι λες ἣ λ.-- --οο. 
κ.» Ἔσο ωχ) Υ-200 Εο(γ) υ--ογ0 Ε΄9(Υ) 
Ἡαρατήρησις. Ἡ πρότασις ἰσχύει καὶ ὅταν αἱ {, [ εἶναι ὠρισμέναι 
εἰς ἕνα διάστηµα τῆς μορφῆς (--οο,α) μὲ χ -» ---οο. 
Διατυπώσατε καὶ δείξατε τὴν πρότασιν. 


α 
οε(α ντ) 
ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1. Εὔὕρετε τὸ πι -------------- μὲ αεΒ”:, 
Χ-ν -οο 1 
χ 


1 
᾽Απάντησις. Θέτομεν {Π(κ) Ξ- Ιος (ι .. στ.) καὶ [ο(κ) -- ον Αἴ συναρτήσεις ἔι 


καὶ Ὦ εἶναι ὠρισμέναι εἰς ἕνα διάστηµα Δ-- (0, --οορ). 
Αἰἱ παράγῶγοι αὐτῶν εἶναι ἀντιστοίχως: 


ς -ᾱ 
ὁ κής σσ πα 
καὶ εἶναι Γο(κ) “0 ψκε(θ, --οο). 
Ἔχομεν λοιπὸν ὅτι : 
1) Ὑπάρχουν αἱ παράγῶγοι αὐτῶν ψχε(θ, --- ο0) 
2) Τ.109) πΆ 0 ψχε(θ, -- ο0) 
3) Πτηίι(κ) Ξ- Ιορῖ Ξ 0 Ξ- Ππιρ(κ) 


χ-- Ί-οο Χο» -οο 
τας Ἔκβῃ 
ὁ ἵπ ἆαθα αι «  ἥπι δα ο 
χ.ἆοο τα) κο κ.» --οο Χ(κ-α) 


Φ 


τ 
Ὁπότε ἰσχύουν αἱ προὐποθέσεις ἐφαρμογῆς τοῦ κανόνος καὶ συνεπῶς : 


Ες) π ΓΕ) 
Ι] 1 1 } -- 
οτι, δι το 


ως (-- 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2. Εὔρετε τὸ {πι 
Χ-» Ἔοο .. 
4 
Ἐφαρμογὴ τοῦ προηγουμένου διὰ αξ --Ί. 


1 
᾽Απάντησις. Θέτομεν Για) -]ου( 1 -- ςΞ) καὶ {ρ(χ) Ξ- Ἅ καὶ αἱ συναρτήσεις 


{ καὶ {ο εἶναι παντοῦ ὡρισμέναι εἲς ἕνα διάστηµα ΔΞ (1, --οο). 


-- 1 -- 


Αἱ παράγῶγοι αὐτῶν εἶναι ἀντιστοίχως : 


ο. 
ΣΣ ο) κών 3) Ἕ ρα ος - τη ο ο 


Ἰσχύουν τὰ ἀκόλουθα : 
1) Ὑπάρχουν αἱ παράγωγοι αὐτῶν ψχεὰ 
2) Εο(κ) σὲ 0 νχεδ 


3) ΙΠΙΠ(Χ) -- Ιπι]ορ (ι -- π)- .]ορί Ξ- 0 Ξ- Ιπιβ (κ) 


κ--ν {9ο Χ-» ου Χ.- Ίο 
ο 
4) Ιἰαι τι ο δι νεο ιτ 
Χ--» Γοο Γο) Χο το Ι χ.ν οο ]--Χ 


Ὑπάρχουν ὅλαι αἱ προὺποθέσεις διὰ τὴν ἐφαρμογὴν τοῦ κανόνος καὶ ἔχομεν : 


Ηπι ο ώα 1ἱβὰ Γ1(9) -- 
Χ.ν Γρο αλ κ. »4-οο { ο(Χ) 


ΠΡΟΤΑΣΙΣ 4. Θεωροῦμεν τὰς συναρτήσεις ἴι καὶ ἓ, αἲ ὁποῖαι εἶναι 
ὠρισμέναι εἲς ἕνα διάστηµα ΑΔ τῆς μορφῆς (α, ) ἢ (5, β) ἢ (α, ϐ)υ’ (6, β) 
καὶ ἰσχύει : 

1) Αἱ ἔ; καὶ ο παραγωγίζοµται ΨΧΕΔ, 

2) Εο(κ) 5ξ 0 ψχεὰ 

3) Ηπιῖι(χ) Ξ- --οο καὶ Ππιο(κ) -- Ξξ ---οο 


Χ.-»ξ κ 
/ 
4) ο μι ΞΞ λες ἢ λ. -- --οο 
κονε Εο(κ) 


τότε: 
να ο ο 
χ-νξ Γκ) Χ-ν Γ (χα) 


ΞΞ λες (ἢ -|- ο0). 


Τὴν ἀνωτέρω πρότασιν λαμβάνομεν χωρὶς ἀπόδειξιν. Οἱ ἐνδιαφερό- 
µενοι ἂς ἀνατρέξουν εἲς ἄλλα βοηθήματα πλέον ἐκτεταμένα πανεπιστηµια- 
κοῦ ἐπιπέδου. 


ΠΑΡΑΛΕΙΓΜΑ. Ἐὰν σ,β,γΕεΒ:, εὕρετε τό: ἴἶπι --Ἱορ(αρο) Β 
κ.γθο Ρα” -2ακ--Υ 


᾽Απάντησις. Ἐπειδή, ἂν Ει(κ) -- ἰοσ(α -βαῖ) καὶ Εκ) -- 4/ βκ"-Ι-δακ-ΓΎγ, θὰ εἶναι 


Ἡ α” ΕΡεΧ βε" ο. βχ-α : . Ἡ 

Γ1(9) -- τε πτωος καὶ Γε(χ) τ- ----------------- ἐφαρμόζοντες τὸν κανόν 
1 [βατ α-γβα Φ/βκ:--2ακ--γ 

λαμβάνομεν: Ίἶπι Πο) Ιίπι βο" γ΄ Ρα” “Ζακ” Ί ιµΜώ Ἱν 


κ.ά ου (κ) κ.γοο (αβο)(α4-βκ) κο αβε 


-- 112 --- 


χεις... ο 
εδ νε αι σα αν 
Χ-» --οο ᾱ -/-βΧ Χ.» Ἔθοο (α-- βεΣ)΄ Χ.--οο σα 
ος Ἔβ 
οι απ ο δι Αα ών 
απο ασ β 


12. 35 Εἰδικαὶ περιπτώσεις ἀοριστίας τῆς μορφῆς 00, -/-οοῦ, 1199 


Γνωρίζομεν, ὅτι ἐὰν ἡᾗ συνάρτησις Ε εἶναι ὡρισμένη εἰς µίαν περιοχἠν' 
τοῦ σημείου ἕ καὶ εἶναι ΠΧ) 2» 0 διὰ κάθε χ τῆς περιοχῆς αὐτῆς καὶ ἐπὶ 
πλέον ὑπάρχουν τὰ [πι [{χ) καὶ Ιπῃ φ(χ), τότε ἰσχύει : 

χ-ξ Χ.νξ 


Πσιφ(χ) 
[τη [02.0] --- [ἰπιῆο) ᾖσξ 
Χ-ξ Χ.ξ 


᾽Αλλὰ ἂν πι {) -- 0 καὶ Ιἶπιφ(α) -- 0 ἀγόμεθα εἰς τὴν μορφὴν 086: 
αν Χ-οξ 
ἡ ὁποία δὲν ἔχει νόηµα ἀριθμοῦ. 
Ὁμοίως ἂν Ππι((κ) -- { καὶ Ιπιφ(χ) ς- --οο ἢ ---ο ἐπίσης ἀγόμεθα 
κ χ-»ς 


εἲς τὴν μορφὴν 155 ἢ 1:95 ποὺ καὶ πάλιν δὲν ἔχει νόηµα ἀριθμοῦ. 
Ἐάν, τέλος, ἱἰπι[(κ) -- --οο καὶ [ίπιφ(κ) -- 0 ἀγόμεθο εἰς τὴν μορφὴν 
Χο» Χ.νς 


(4- ου), ή ὁποία καὶ ἐδῶ δὲν ἔχει νόηµα ἀριθμοῦ. 
Διὰ νὰ ἄρωμεν τὴν ἀοριστίαν εἰς τὰς περιπτώσεις αὑτὰς ἐργαζόμεθα 
ὡς ἀκολούθως. 


α) ᾿Αοριστία τῆς μορφῆς 00 
Ἔστω ὅτι ν -- Πα) μὲ {(κ) 7» 0 ψχεπ(ξ) καὶ Ππικχ) -- 0 καθὼς καὶ 
Χ-νξ 


Ππιφ(χ) -Ξ 0. 
χ-νξ 
Ἔχομεν : Ι96Υ -- φίχ)Ιοδί(χ) -- Υ -- εφζδιοεί) καὶ ἑπομένως: 
Γ πιφ(α)]ορέ(α) : 
Ππι[ε(χ)] 5) -- ϱχ-» (ἀφοῦ ἦ ἐκθετικὴ συνάρτησις εἶναι συνεχής). 
κ-οξ 


Ὥστε ἀρκεῖ νὰ εὕρωμεν τὸ Ππιφ(κ)Ιορί(χ). 
Χ-νξ 


Ἔχομεν ὅμως ὅτι Ππιφ(χ) Ξ 0 καὶ Ππιορίκ) -- ---ο, διότι, ἀφοῦ 
χ-οξ Χωδ 

πχ) -- 0 καὶ {ἴκ) 2» 0, ἔπεται, ὅτι τὸ 19) τείνει εἰς τὸ μηδὲν ἐκ τιμῶν 

Χ-ν 


θετικῶν, ὁπότε λόγῳ τῆς συνεχείας τῆς λογαριθμικῆς συναρτήσεως θὰ 
ἔχωμεν : Ππι]οσί(χ) -- Ιορ(ἰἰπι[(κ)] ------οο. 
χ.νξ Χο ὅ 


-- 13 -- 


Τοιουτοτρόπως ἀγόμεθα εἰς ἀοριστίαν γνωστὴν τῆς μορφῆς 0.(--οο). 


ΠΑΡΑΛΕΙΓΜΑ. Νὰ εὑρεθῆ τὸ Ἡπι(ημα)". 


Χ.»0--0 
᾽Απάντησις. ᾿Εδῶ {ίς) Ξ- ημς καὶ φία) Ξ χ καὶ εἶναι Ιπι{(χ) -- 0 καὶ Ππιφίχ) -0 
κ- 0-0 χ-»0--0 

καὶ ἑπομένως ἔχομεν ἀοριστίαν τῆς μορφῆς 090, 

Κατόπιν τούτου θὰ ἔχωμεν : 

Ηπ(χ]ορημχ) 
Ἡπι(ημχ): --- 6 χ--»0-0 
κ-0 10 
Ἐπειδὴ τὸ ᾗπι μη εἶναι τῆς μορφῆς 0(---οϱ) θὰ ἐργασθῶμεν ὡς ἑξῆς: 
κ-»θ0-0 
Είναι Ππα(χ]οσημχ) -- Επι Ίορηµς.. Ππι σἼοεημκ {ωορφὴ τω) ἄρα: 
ᾱ.03:0 χ-»0-ο. 1 κ- 0-0 1 --οο) 
Χ Χ 
--(ημκγ 
: : 2 
Ίνα («ἱοβημκ) -- --- Επι Σον πι ες ο ος τ (διότι εἶναι τῆς 
ᾱ. 040 χ-»0-ο --ἶ χ-»0--0 ΕΦΧ κ. 0-0 (ΕΦ Χ). 
χα 
Ἂν 
μορφῆς -- 6 ) α-- - πι κα το Ππῃ (2χσυν/χ) -- 0. 
ϱ  κνοφο 1 κ-»00 
συνζχ 


Ἑπομένως καὶ πι (ημχ): Ξ- εῦ -- 1. 
Χχ-»ο-ο 


β) ᾿Αοριστία τῆς μορφῆς -- οοῦ 
Ἔστω ὅτι  -- [95 μὲ {6 5 0 νχεπίϐ) καὶ [πι {ζ0) -- {- ο καθῶς 


χ-»ξ 
καὶ Ππιφ(χ) -- 0, ὁπότε ἔχομεν ἀοριστίαν τῆς μορφῆς -Γοοῦ, 
α.φξ 
.. Ηπιφ(κ)]ορί(α) - 
Εἶναι: [παν --- Ππι[ε(χ)] ος) --- οἳ-»ξ , ὁπότε ἀρκεῖ νὰ εὑρεθῆ τὸ 
χ.ό Χ-ξ 


Ππαφ(χ)Ιορί(χ), ποὺ εἶναι τῆς μορφῆς ϐ.-(:-ο0). 
χ-νό 


1 
ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ. Εὔὕρετε τὸ Πηι { ). 


Σχ.» Ἔοο 


᾽Απάντησις. Προφανῶς εἶναι τῆς μορφῆς (-- 00). Ἑπομένως θὰ ἔχωμεν : 


η ας. ]ορχ 
Χ Χ-ν ορ ον ες δολ πα 1 ἅ 3 

Ίπ χ” 6 καὶ ἀρκεῖ νὰ εὑρεθῆ τὸ πι - Ιοµχ τὸ ὁποῖον προφανῶς εἶναι 
πο |-οο Ἆ-»Ἴ-οο Χ 

Επ 0ο 
τῆς μορφῆς -- 

Ἔοο 
αῑν. ῷ 
Εΐναι: ᾖἶπι 1ος. πι ἄν πι | -ᾷ καὶ ἄρα π χᾶ «οῦα 1. 
Σ-νἜθο Χ κ--» 9ο ᾱ-νοο Χ χ-» Γοο 


ον 


Υ) ᾿Αοριστία τῆς μορφῆς 115 ἢ 15 
Ἐὰάν ν -- [ιχ)]νῶ μὲ Εκ)οθ καὶ ἠποί(χ) -- 1, ἐνῶ Ππιφ(χ) -- --σο, τότε 
κ-ξ κ νξ 


ἔχομεν ἀοριστίαν τῆς μορφῆς {15 καὶ τότε ἐργαζόμενοι ὡς προηγουμένως 
: ΠπΕηοφ(π)]ορί(α) κ 

ἔχομεν, ὅτι : ἱἰπι[((χ)]) -- οἳ νξ καὶ ἑπομένως ἀρκεῖ νὰ εὕρωμεν τὸ 
χκ-νξ 


Ππιφ(χ)Ιοβί(χ), ποὺ εἶναι τῆς μορφῆς 0.(--αϱ). 'Ὁμοία ἐργασία ἂν εἶναι 
χ.ο νς 


τῆς μορφῆς /:5.. 
Π 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ. Εὔρετε τὸ πι χ”--Ἱ. 
κ. νι 
᾽Απάντησις. Εἶναι φανερόν, ὅτι ἂν κ -» |--0, τότε ἔχομεν ἀοριστίαν τῆς μορφῆς 
11οο καὶ ἄν χ -» 1 ---0 ἀοριστίαν τῆς μορφῆς {-ο9», 
1 


3 μια τα 1οακ 
Θάἀ ἔχωμεν: 1ἶπι χα ἳ -- ασ καὶ ἑπομένως ἁρκεῖ νἀ εὐρεθῆ τὸ 
χ.] 
Ιἶπι εκ ποὺ προφανῶς εἶναι τῆς μορφῆς: ος Τότε ὅμως θὰ ἔχωμεν : πι 1ο8ὰ . 
χ.»ί Χ--ἶ 0 χ.νΙκ--ἶ 
1 1 
- πι. Ἐ- «1, ἄρα καὶ ἠπιχ” ἶ -- εἰ -- ε. 
χ. νι κ-νὶ 


ὃ) ᾿Αοριστία τῆς μορφῆς 0. (-- ο) 


Θεωροῦμεν τὴν συνάρτηῆσιν {-- Π.{9 καὶ ζητοῦμεν τὸ [πι --- Πἰπι({. 0). 


κ.γξ κ-φό 
Γνωρίζομεν, ὅτι "μή {0)Ξ- Ππιέι. πι. ᾿Εὰν ὅμως αι καὶ Ππηρ(χ)-- 
κ-νξ Χ-»ς σ-νξ κ-ρξ 


Ξ- οσο ἢ ---οο (ὡς εἴδῶμεν εἲς τὴν θεωρίαν ος τότε δὲν δυνά- 
µεθα νὰ ἐφαρμόσωμεν τὸν ἄνω κανόνα ἐπειδὴ τὸ 0Ο(-- οϱ) δὲν ἔχει νόηµα 
ἀριθμοῦ. Γνωρίζοµεν ὅμως, ὅτι ἂν Ἡ {ο εἶναι ὡὠρισμένη εἰς µίαν περιοχἠν 
τοῦ σημείου ἕἔ, τότε ὑπάρχει µία περιοχἡ τοῦ ἕ ἡ ὁποία περιέχεται εἲς 
τὴν πρώτην καὶ ἰσχύει {ΑΟ Φχ τῆς περιοχῆς αὐτῆς. Αὐτὸ ὅμως μᾶς 


; ορ . ὄ κό... ἳ ῃ 
ἐπιτρέπει νὰ γράψωμεν τὸ γινόµενον {.{ο ὑπὸ τὴν μορφὴν [ο - Γ 
δ 
Ι 
᾿ΕἘπειδὴ ὅμως τοῦ χ --ἕ τὸ Επι -- --οο, θὰ ἔχωμεν πι. ΞΞ 0 καὶ ἔπο- 


ο 4 χ-νξ [ο 
. ον ο πα ώς, : ας 0 
µένως ἀγόμεθα εἰς τὴν µορφὴν ἀοριστίας τοῦ τύπου η. 

Ἐννοεῖται ὅτι διὰ τὴν ἐφαρμογὴν τοῦ κανόνος ἄρσεως ἀοριστίας τῆς 
ο. , , ο μπας κ ρ μμ ων. 
μορφῆς ϱ θὰ πρέπει νὰ ἰσχύουν διὰ τὰς συναρτήσεις {ι καὶ ερ» αἲ προ- 

9 


Ὀποθέσεις ἐκεῖναι αἱ ὁποῖαι ἐπιτρέπουν τὴν ἐφαρμογὴν τοῦ κανόνος αὐτοῦ. 
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ. Εὔὕρετε τὸ Ππι(χσφχ). 


κ-θ 
᾽Απάντησις. Γνωρίζοµεν, ὅτι Ππισφία) «- --οο καὶ Ιἴπισφκ -----ο καὶ ἑπομένῶς 
κ-»0-0 α--0--0 


ἔχομεν ἀοριστίαν τῶν μορφῶν 0(--ο0) ἢ 0 (--α). 


Ἐπειδὴ σῳχ -- - ΨΧΕΕ -- (0) θὰ ἔχωμεν : [πι(χκσφχ) -- [πι ο. καὶ τοίιου- 
εφχ α-φ0 χ-0 Εφκ 


τοτρόπως ἔχομεν ἀοριστίαν τῆς μορφῆς 


ὅ 
᾽Αλλὰ διὰ τὰς συναρτήσεις Π(α) -- χ καὶ [ο(κ) -- εφχ ἰσχύουν ὅλαι αἳ προὐποθέσεις 
διὰ τὴν ἐφαρμογὴν τοῦ κανόνος ἀοριστίας τοῦ τύπου ο. 
Ἑπομένως πι δν. ἴῖπα . ν Ξ- Ηπισυνζχ -- 1, ὁπότε καὶ [Ηπ(χκσφχ) -- 1. 
κ-ρθ ΕφΧ χ-ο | κ--θ χ-0 
συν”χ 


ας κιονη . ρα 
Παρατήρησις. Εἶναι δυνατὸν θέτοντες {ι τὸ τε νὰ ἀναχθῶμεν εἰς τὴν 
1 


μορφἠὴν 
ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ. Εὔρετε τὸ Ίἴπι (κ Ιορχ). 
απ. »00 


᾽Απάντησις. Προφανῶς ἔχομεν ἁοριστίαν τῆς μορφῆς 0.(---). Γράφομεν τὸ γι- 
Ίορκ 


νόµενον νΧ Ιορκ ὑπὸ τὴν µορφήν: πας καὶ θά ἔχῶμεν τώρα ἀοριστίαν τῆς μορφῆς 
κ 

--οο -ᾱ- ο η . ο . ν 
εκατ » ὁπότε ἐφαρμόζομεν τά γνωστά, ἥἤτοι : 

Γρ Ἔωω 

αρλ-- 
πι (ΥπΊομκ) -- αι 9 Πα «ος, . Ἱα πνν 
κ--δ0--0 κ-0-ο κ-ρ0-ο ς-00 αλ. τω 
να να ον 
ο πι 2Χ--θ0. 
χ--0-0 


12. 386 Μελέτη συναρτήσεως καὶ διάγραµµα αὐτῆς 


Μὲ τὴν βοήθειαν ὅλων τῶν προηγουμένων τὰ ὁποῖα ἐμάθαμεν ἕως 
ἐδῶ εἶναι τώρα δυνατὸν νὰ µελετήσωμεν λεπτομερῶς τὴν συμπεριφορὰν 
μιᾶς συναρτήσεως ἀπὸ σημείου σὲ σημεῖον (οὕτως εἰπεῖν) τοῦ πεδίου ὅρι- 
σμοῦ της. 

Καταφαίνεται τοιουτοτρόπως ἡ µεγάλη χρησιµότης τῶν παραγώγων 
εἷς τὴν µελέτην μιᾶς συναρτήσεως. 

Βεβαίως ἀπαιτεῖται µεγάλη προσοχἡἠ κατὰ τὴν πορείαν τῆς ἐργασίας 
αὐτῆς, ὥστε νά μὴ ὑποπίπτωμεν εἰς σφάλματα, ἂν καὶ διὰ τοῦ διαγράµµατος 
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τὸ ὁποῖον θὰ προκύψη ἀπὸ τὴν µελέτην αὐτὴν γίνεται φανερόν, ἂν κάποιο 
«σημεῖον» τῆς ἐργασίας µας δὲν ἔχει πάει καλά. Τοῦτο βεβαίως, δὲν εἶναι 
καὶ κάτι τὸ ἀπολύτως ἀσφαλές. 

Ἡ πορεία τὴν ὁποίαν ἀκολουθοῦμεν διὰ τὴν µελέτην μιᾶς συναρτήσεως 
γίνεται ὡς ἑξῆς. 


Ἐργασία πρώτη. Εὐρίσκομεν τὸ πεδίον ὁρισμοῦ τῆς συναρτήσεως 
ἐφ᾽ ὅσον ἐννοεῖται δὲν δίδεται τοῦτο. Διότι εἶναι δυνατὸν νὰ θέλωμεν νὰ 
µελετήσωμεν µίαν συνἀρτησιν µόνον εἲς ἕνα ὑποσύνολον τοῦ πεδίου ὁρι- 
σμοῦ της. 


Ἑργασία δευτέρα. Εὐρίσκομεν τὰς ἀσυμπτώτους (ἐφ᾽ ὅσον ὑπάρχουν) 
τοῦ διαγράµµατος τῆς συναρτήσεως. 

Πρὸς τοῦτο ἀναζητοῦμεν, 

α) Τὰς κατακορύφους ἀσυμπτώτους δηλαδὴ ἂν ὑπάρχουν τὰ Ηπι[(α) 

α.»δ 0 

καὶ εἶναι ταῦτα --οο. Τότε ἡ κ-- ἕ εἶναι µία κατακόρυφος ἀσύμπτώτος. 
(Ἀλέπετε διὰ λεπτοµερείας τὴν ἀντίστοιχον ποράγραφον). 

β) Τὰς ὁριζοντίας ἀσυμπτώτους, δηλαδὴ ἂν ὑπάρχουν τὰ Πχ) -- 

κ. »|-οο 


Ξ- λες. Τότε ἢ Υ Ξ λ εἶναι µία ὁριζοντία ἀσύμπτωτος, 


: [ 
Υ) Τὰς πλαγίας ἀσυμπτώτους, δηλαδἡ ἂν ὑπάρχουν τὰ [πα 5) τα 


π.νἼο Χ 


καὶ Ππι[ί(χ) --αχ] -- β, ἐννοεῖται χωριστά διὰ κ -» --οο καὶ χ -» ---, 
χ Γοο 


ὁπότε ἡ εὐθεῖα Υ -- αχ--β εἶναι µία πλαγία ἀσύμπτωτος. 

(Λεπτομέρειαι εἰς τὴν ἀντίστοιχον παράγραφον). 

᾿Ἐὰν ἡ συνάρτησις εἶναι συνεχἠὴς ΨΧεΕ δὲν ὑπάρχει κατακόρυφος 
ἀσύμπιωτος.” 5, ἂν Αν θΜΡ (ση εἶνας πολυ ο) ἀεύμανστδ] 

6 ἑν Όπαρχοιν νε 

Ἐργασία τρίτη. Εὐρίσκομεν εἰς ποῖα σημεῖα ἡ συνάρτησις εἶναι δυ-- 
νατὸν νὰ παρουσιάζη ἀκρότατα. 

Τὰ σημεῖα αὐτὰ τὰ ἀναζητῶμεν : 


α) Μεταξὺ τῶν σημείων, ὅπου ἡ συνάρτησις δὲν ἔχει παράγωγον. 


β) Μεταξὺ τῶν σημείων, ὅπου μηδενίζεται ἡ πρώτη παράγώγος. 

Διὰ τὴν περίπτωσιν (α) θὰ πρέπει νὰ καταφύγωμεν εἲς τὸν ὁρισμὸν' 
τοῦ ἁἀκροτάτου, ἑνῶ διὰ τὴν περίπτωσιν (β) ἐξετάζομεν τὸ πρόσηµον τῆς 
πρώτης παραγώγου ἀριστερὰ καὶ δεξιὰ τοῦ ἐν λόγῳ σημείου καὶ ἐφ᾽ ὅσον 
ἔχομεν ἀλλαγὴν προσήµου, ἔχομεν ἐκεῖ καὶ ἀκρότατον. Τὴν περίπτῶσιν (β) 
δυνάµεθα νὰ μελετήσωμεν καὶ ὡς ἑξῆς. Εὐρίσκομεν τὸ πρόσηµον τῆς δευτέ- 
ρος παραγώγου εἲς τὸ σημεῖον αὐτὸ καὶ ἂν ἡ δευτέρα παράγώγος εἰς τὸ. 
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σημεῖον αὐτὸ εἶναι θετικἠ ἔχομεν ἐλάχιστον, ἂν δὲ ὀρνητική, ἔχομεν 
μέγιστον. 

Ἐὰν εἰς τὸ σημεῖον αὐτὸ συµβοίνη νὰ μηδενίζεται καὶ ἡ δευτέρα 
παράγωγος καὶ ἑκατέρώθεν τοῦ σημείου ἢ δευτέρα παράγωγος ἀλλάσση 
πρόσηµον, τὸ σημεῖον αὐτὸ εἶναι σημεῖον καμπῆς, ἑνῶ ἂν δὲν ἀλλάσση 
πρόσηµον, εἶναι σημεῖον ἀκροτάτου, 


Ἐργασία τετάρτη. Εὐρίσκομεν τὰ διαστήματα µονοτονίας τῆς συναρ- 
τήσεως, δηλαδἡ τὰ διαστήµατα ἐντὸς τῶν ὁποίων ἡ συνάρτησις εἶναι αὔ- 
ἔουσα ἢ φθίνουσα. Διὰ τὴν εὔρεσιν τῶν διαστημάτων αὐτῶν μελετῶμεν 
τὸ πρόσηµον τῆς πρώτης παραγώγου. 

Γνωρίζοµεν ὅτι ἐὰν ἢ πρώτη παράγωγος εἶναι θετικἠ εἰς ἕνα διά- 
στηµα, ἡ συνάρτησις εἶναι αὔξουσα εἰς αὐτὸ γνησίως καὶ ἂν ἀρνητική, ἢ 
συνάρτησις εἶναι φθίνουσο γνησίως. 


Ἐργασία πέμπτη. Εὐρίσκομεν τὰ σημεῖα καμπῆς τοῦ διαγράµµατος 
τῆς συναρτήσεως. Θὰ ἀναζητήσωμεν αὐτὰ μεταξὺ τῶν ριζῶν τῆς δευτέρας 
παραγώγου. 

᾿Απὸ τὰς ρίζας αὐτὰς σημεῖον καμπῆς εἶναι ἐκεῖνο διὰ τὸ ὁποῖον ἡ 
δευτέρα παράγῶώγος ἀλλάσσει πρόσηµον ἑκατέρωθεν αὐτοῦ ὡς καὶ ἄνω- 
τέρω εἴπομεν. 


Ἐργασία ἕκτη. Εὐρίσκομεν εἲς ποῖα διαστήµατα ἡ συνάρτησις εἶναι 
κυρτὴ καὶ εἲς ποῖα εἶναι κοίλη. Γνωρίζοµεν, ὅτι αὐτὸ προκύπτει ἀπὸ τὸ 
πρόσηµον τῆς δευτέρας παραγώγου. Ἐὰν αὕτη εἶναι θετικἠ εἰς ἕνα διά- 
στηµα, τότε ἡ συνάρτησις εἰς αὑτὸ εἶναι κυρτή, ἐνῶ ἂν εἶναι ἀρνητικὴ 
εἶναι εἰς αὐτὸ κοίλη. 

Ἐργασία ἑβδύμη. Ἑὐρίσκομεν τὰ σημεῖα εἰς τὰ ὁποῖα τὸ διάγραμμα 
τῆς συναρτήσεῳως τέμνει τὸν ἄξονα τῶν κ (ἢ ἂν χρειάζεται καὶ τὸν ἄξονα 
τῶν Υ). Αὐτὰ εἶναι τὰ σημεῖα διὰ τὰ ὁποῖα μηδενίζεται ἡ συνάρτήσις. Ἐπί- 
σης εὑρίσκομεν καὶ τὰ διαστήματα διὰ τὰ ὁποῖα ἤ συνάρτησις λαμβάνει 
τιμάς θετικὰς καὶ ἐκεῖνα διὰ τὰ ὁποῖα λαμβάνει τιμὰς ἀρνητικάς. 


Ἐργασία ὀγδόη. Καταστρώνομεν πίνακα τῶν μεταβολῶν τῆς συναρτή- 
σεως διὰ συγκεντρώσεως εἰς αὐτὸν ὅλων τῶν προηγουμένων συμπερασμά- 
των µας, 

Ἐργασία ἐνάτη. Μὲ τὴν βοήθειαν τοῦ καταστρωθέντος πίνακος χα- 
ράσσοµεν εἷς σύστημα ἀξόνων ὀρθογωνίων τὸ διάγραµµα τῆς συναρτή- 
σεως ἢ καὶ ὥς ἄλλως λέγομεν τὴν γραφικήν της παράστασιν, 


ο 6 


Ἐργασία δεκάτη, ἡ ὁποία συνήθως γίνεται ἐξ ἀρχῆς, εἶναι ἡ ἑξῆς. 
Εὑρίσκομεν ἂν ἡ συνάρτησις εἶναι ἁρτία ἢ περιττὴ ἢ καὶ περιοδική. 


--- 118 -- 


Τοῦτο διευκολύνει πολὺ τὴν ἐργασίαν µας, διότι ἂν εἶναι ἁρτία, ἡ µε- 
λέτη µας Ὑίνεται εἰς τὸ διάστηµα [0, -|- οϱ) καὶ ἔχει ἄξονα συμμετρίας τὸν 
ἄξονα τῶν Υ. "Αν εἶναι περιττή, ἔχει κέντρον συρµετρίας τὴν ἀρχήν. 
Ἐὰν εἶναι περιοδική, ἡ µελέτη γίνεται εἰς τὸ διάστηµα μιᾶς περιόδου. 
(Ἀλέπε σχετικῶς καὶ «Ἄλγεβρα Αγ). 


12. 37 Παραδείγματα 


ΠΑΡΑΛΕΙΤΓΜΑ 1. Νὰ μελετηθῆ ἡ συνάρτησις Γ μὲ τύπον : 
{(κ) Ξ- χὺ -2χΑ ---- 7χ2--4. 
᾽Απάντησις. α) Πεδίον ὁρισμοῦ τῆς Ε εἶναι τὸ (0 - Κ. 
β) Ἐπειδὴ ἡ Ε περιέχει µόνον ἁρτίας δυνάµεις τῆς μεταβλητῆς εἶναι ἁρτία, ἤτοι 
ἰσχύει ἔ--χ) Ξ- ἔ(α). Ῥίζαι αἱ: 4-1 καὶ {(κ) 35 0 γχεξ. 
Υ) ᾿Ἐπειδὴ εἶναι συνεχῆς ΨΧΕΕ. δὲν ὑπάρχουν κατακόρυφοι ἀσύμπτωώτοι. 
Ἐπειδὴ τοῦ χ -» --οο καὶ Γ() --- -|-οο δὲν ὑπάρχουν οὔτε ὁριξόντιοι ἀσύμπτωτοι 
οὔτε πλάγιαι. 
ὃ) Ἡ παράγωγος τῆς { εἶναι: ἔ(κ) -- 6χ5-Γ8χὰ ---14χ. Ἔχομεν {9-0 ---- 
------ χ(2χ1--4χΣ ---Τ):- 0, Ἑπομένως κρίσιμα σημεῖα εἶναι τά : 
Χι τ- 0, Χο Ξ 1, Χο Ξ-- ---Ι. 
Ἡ δευτέρα παράγωγος εἶναι: {0 -- 30χ4--24χ2- -14 καὶ αἱ ρίζαι αὐτῆς εἶναι : 
--6-ν 141 
15 
9) Καταστρώνοµεν σχετικὸν πίνακα ἐκ τοῦ ὁποίου καθορίζεται πλήρως ἡ μελέτη 
τῆς συναρτήσεώς. 


χι-ωο -α 5 ο ρ, .ἲ 
ο απο τ 
ο τ.. 
ᾱμ. Ττ ΜεΥ Σ.Καμ. τ.Ἐλ 


αν ο ο ςά 


κοίλη κοιλη !  κυρτ [ κυρτή 


τὰς καλοῦμεν ρι, ῥρο. 


τοπ Ἑλ Σ 
[ 
κ οὰ ἤ αν 
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Ι γ 
Ι 
Ι 
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Ι 
Ι 
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Ι 
Ι 
Ι 
Ι 
Ι 
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2. ΙΝὰ μελετηθῃῆ ἡ συνάρτησις { μὲ {(Χ) Ξ- αχ”-ΓΡΒΧ-ΓΥ α.β,γεα 
καὶ α -έ 0. 


᾽Απάντησις. α) Ἔχομεν Φ({) Ξ Κ. ᾿Επίσης εἶναι συνεχἠς διά κάθε χεΕ. 
β) ᾽Αφοῦ εἶναι συνεχἠς δὲν ὑπάρχουν κατακόρυφοι ἀσύμπτωτοι. 
Διὰ χ -- --οο καὶ α-» 0, Γ(α) -» --οο καὶ διὰ α-- 0, Εκ) -» ---ο. Ὁμοίως ἂν 
χ -- ---- καὶ α 3» 0, Γ(χ) -»- ---οο, ἐνῶ ἂν α «0, Ε) -- -Εοο. 
Ἐπίσης ἐπειδὴ δὲν ὑπάρχουν τὰ Πχ 9) δὲν ὑπάρχουν οὔτε ὁριζόντιοι, οὔτε 
Χ-νἜοο 
πλάγιαι ἀσύμπτωτοι. ᾽Απλῶς παρατηροῦμεν, ὅτι ἔχει κλάδους εἰς ἄπειρον. 


Υγ) Ἡ παράγῶγος εἶναι Γ΄(κ) -- 2αχ--β. 


Ρίζα τῆς παραγώγου εἶναι ἤ Χ- -- --- μ 


1) Εἶναι Εα)5»0 διὰ χ ο. καὶ -0 διὰ χ-«- ---ᾱς- ἂν α 0 καὶ 


ἑπομένως τὸ κα εἶναι θέσις ἑλαχίστου, ἐνῶ ἂνα -- 0 εἶναι θέσις μεγίστου, διότι 


; ἳ β "δν ν β 
Γ(α) κ 0 διὰ αι η καὶ Ε(α) «0 διὰ κας : 
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2) Η καὶ ὡς ἑξῆς: Ἐπειδὴ {΄ (9 -- 2α, ἂν α 7» 0 θὰ εἶναι Ε ()) Ξ2α350, 


-β 
ἄρα θέσις ἑλαχίστου καὶ ἂν α-- 0 θὰ εἶναι Ε’ ( 20 ) - 2α-« Ὁ εἶνοι θέσις μεγίστου. 
β 


ὃ) ᾿Επειδὴ διὰ α 0 εἶναι Γ(«α) 30 διὰ χΧ.» τας- καὶ Γ΄ (Σχ) ««0 διὰ ποπ 


θά εἶναι : { γνησίως αὔξουσα ἐν (5 ο, ) καὶ { γνησίως φθίνουσα ἐν (--ο, τα). 


Ἐνῶ ἂν α-« 0 θὰ εἶναι ἓ γνησίως αὔξουσα ἐν ί-- οὉ, --- «αι καὶ Ε γνησίῶς φθὶ- 


οι ς Κω] . 
να ἡ 

ε) Σημεῖα καμπῆς δὲν ὑπάρχουν ἀφοῦ Ε' (κ) -- 2α 5Ε 0. 

στ) Ἐπειδὴ ἂν α --0 εἶναι Ε΄ (χ) --2α 30 ἡ Ε εἶναι κυρτὴ ἐν «)(Ώ, ἤτοι στρέφει 
τὰ κοῖλα πρὸς τὰ ἄνω, ἐνῶ ἂν α ««0 εἶναι Ε’ (κ) -- 2α «0 καὶ εἶναι κοίλη, ἤτοι στρέφει 
τὰ κοῖλα πρὸς τὰ κάτω. 

Ὁ Αἱ ρίζαι τῆς {(κ) -- 0 εἶναι πραγματικαὶ ἂν Δ-- β' --4αγ--0 καὶ ἑπομένως 
ὑπάρχουν δύο διακεκριµένα σημεῖα τομῆς τοῦ διαγράµµατος αὐτῆς μὲ τὸν ἄξονα τοῦ κ. 
Ἂν Δ -- 0 ἐφάπτεται τοῦ ἄξονος τῶν κ καὶ ἂν Δ «0 οὐδὲν σημεῖον κοινὸν τοῦ δια- 
γράμματος αὐτῆς μὲ τὸν ἄξονα τῶν κ. Διὰ χ -- 0 ἔχομεν Υ -- (κ) Ξ- γ καὶ τέμνει τὸν ἄξονα 
τῶν ν εἲς τὸ σημεῖον (0, Υ). 

τη) Κατόπιν τῶν ἀνωτέρω ἔχομεν τὸν ἀνωτέρω πίνακα μεταβολῶν τῆς συναρτήἠσεώς 
καὶ συμφυῶς αὐτοῦ καὶ τὴν ἀντίστοιχον γραφικὴν παράστασιν. Ὁ πίναξ ἀντιστοιχεῖ 
εἰ α --0 καὶ Δ 0 καὶ ρίζας ϱι͵ β». 


νουσα ἐν 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 8, 3, Νὰ μελετηθῆ ἡ συνάρτησις Ε μὲ {(κ)ακ{-Γβχ)-ΕΥ μὲ α,β, γεΕ 
καὶ ας 0. 


Ἡ µελέτη νὰ γίνη ἐπὶ τοῦ συγκεκριμένου παραδείγματος {(χ) -- 3χ! --5χ2--2. 


᾽Απάντησις. σα) Ἔχομεν Φ(Ρ) -- 
Ἡ συνάρτησις εἶναι συνεχἠς ΨΧΕΕ. Ρίζαι τῆς {) --0 εἶναι αἱ: χ-- -Ε{ καὶ 


Χ-- -- γ : . Ἠτοι τὸ διάγραµµά τῆς ΓΕ τέμνει τὸν ἄξονα τῶν κ εἰς τὰ σημεῖα ---ἴ, 


ας ν- 
αν να 


Διὰ χ -- 0 ἔχομεν Υ -- {(0) -- 2 καὶ τὸ διάγραµµα τέμνει τὸν ἄξονα τῶν Υ εἰς τὸ 
σημεῖον (0, 2). 

β) Λόγω τῆς συνεχείας τῆς { δὲν ὑπάρχουν κατακόρυφοι ἀσύμπτῶτοι. 

Ἐπίσης ἐπειδὴ διά χ -- --οο θὰ ἔχωμεν ((κ) -» -οο ἔπεται ὅτι δὲν ὑπάρχουν κα- 


κ) 


τακόρυφοι ἀσύμπτώτοι καὶ ἐπειδὴ {πι -Ξ -Γσο δὲν ὑπάρχουν οὔτε πλάγιαι ἀσύμ- 


Χ--» ου ὰΧ 
πτῶτοι. 


Υ) Ἡ παράγωγος τῆς ϱ εἶναι: Ες ι2χὸ- -ἰ0Οχ καὶ αἳ ρίζαι αὐτῆς εἶναι 


ας 
κά 


Εὑρίσκομεν τὴν δευτέραν παράγῶγον ἡ ὁποία εἶναι: Ε'() Ξ- 36κ" --- 10. 
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5 τν 
Παρατηροῦμεν, ὅτι: ΓΕ” (0) -- ---160«- 0, ε ο κα --ε- ( ο σος Ξε 20”. 0. 
6] ΄ λος Ὁ Ξ --- : 5 
Ἐπομένως εἰς τὸ σημεῖον 0 ἔχομεν τοπικὀν µέγιστον καὶ εἰς τὰ σημεῖα --- 6 καὶ 


τ5 
.. γ ξ ἔχομεν τοπικἁ ἐλάχιστα. 
ὃ) Διὰ τὴν εὕρεσιν τῶν διαστημάτων µονοτονίας παρατηροῦμεν, ὅτι εἶναι 


δ 5 
{89 20 ---»- 12χ)--- 10χΧ 30 -ᾱ--- χε ία. ᾿ ο) υ(-5-, λα ἡ ἐνῶ 


Τ0ς -«0οςε κ. - γ5) υ (ο - δν. ) Ὁ 


5 αἱ εν 
Ἑπομένως ἡ Ε γνησίως αὔξουσα ἐν -- 6-0 ) υ ᾱ, 6 ο ) καὶ { Ύνη- 


σίως φθίνουσα ἐν ί-ά - 6 αμ 19: -- Ξ ο 


ε) Σημεῖα καμπῆς θὰ εὑρεθοῦν μεταξὺ τῶν ριζῶν τῆς δευτέρας παραγώγου, ποὺ 


σ- 
εἶναι αἴ -- γ 18: 


4. 5 
Ἔχομεν: Γ΄ (3) 7» 0 διά κά ----οος, ---- γ 18 ) υ ( “|- | 5 λω] καὶ (κ ο 


5 κο  Ἡ καὶ κ-«Υ-ὁ ἓ 
ἵ.ἳ Υ 1) καὶ ἐπομένως διὰ κ---γ καν κος τν- 


μεν σημεῖα καμπῆς. 


διὰ χε [-- 


στ) Τὰ διαστήµατα εἰς τὰ ὁποῖα ἢ Ε εἶναι κυρτὴ ἢ κοίλη τὰ εὑρίσκομεν ἐπίσης 
ἀπὸ τὸ πρόσηµον τῆς δευτέρας παραγώγου. 


με. -ᾱμ - ᾿ Ὅπ--- /5 : 
Προφανῶς, βάσει τοῦ προηγουμένου, εἰς τὰ διαστήµατα {--σο, --γ 148 καὶ 
ανά ὃς ως . ὢκ 1 [5 ) ; 

(1: γ 18) κα) ἡ Γ εἶναι κυρτὴῆ ἐνῶ εἰς τὸ διάστηµα [1 18 Ε γ 18 ἡ 


εἶναι κοίλη. 


Ὁ Εὐρίσκομεν τώρα τὰ διαστήµατα εἰς τὰ ὁποῖα εἶναι (κ) -- 0 καὶ ἐκεῖνα εἰς τὰ 
ὁποῖα ἡ {09 «, 


Εἶναι Γ(Χ) 5» 0 διὰ χεί(---οο, ---Ι){) [- ο, γ] υ 4, --οο) καὶ ἔσ) «0 διὰ 


εί γ)υ(γ.1) 


η) Καταστρώνομεν τὸν κατωτέρω πίνακα τῶν μεταβολῶν τῆς συναρτήσεως συμ- 
φυῶς καὶ τὸ διάγραµµα αὐτῆς. 


Σηµείωσις. ᾿Επειδὴ ἡ { εἶναι ἁρτία, θὰ ἠδυνάμεθα νὰ µελετήσωμεν 
αὐτὴν εἰς τὸ [0, -Ι- οσο). 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4. Νὰ μελετηθῆ ἡ συνάρτησις Γ μὲ {(Χ) -- χὸ- -Θχ καὶ νὰ παρα- 
σταθῆ γραφικῶς. 


᾽Απάντησις. Ἔχομεν «Φ(Ε) -- Ε καὶ ρίζαι τῆς Ε(χ) Ξ- 60 αἱ χι -- --ᾱ, Χο Ξ- 0, χε 3. 


Ἡ παράγωγος εἶναι Ε’(Χ) -- 3χ2--- 9. Ῥίζαι τῆς Ες) -- 0, αἱ ---Ύ3 καὶ -ἵ-ν3. 
Ἡ δευτέρα παράγῶγος εἶναι: Γ΄ (Χ) -- 6χ. Ρίζα ἡ 0. Ὁ πίναξ μεταβολῶν : 


Τ 
ί - ᾗ . ας ' 
κδῖλ διὰ Καμ. κυρτη κυρτή] , 
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 5. Νά μελετηθή ἡ συνάρτησις { μὲ 
εκ) -- - χίκ -- 1) (κ -- 2) (κ ---3) καὶ νὰ γίνη τὸ διάγραµµα αὐτῆς. 


᾽Απάντησις. 1) Φ(0 - 

2) Δὲν εἶναι συμμµετρικὴ ὡς πρὸς τοὺς ἄξονας ἢ τὴν ἀρχήν. 
3) Τέμνει τὸν ἄξονα τῶν χ εἰς τὰ σημεῖα 0, 1, 2, 3. 

4) Δὲν ἔχει ἀσυμπτώτους, 


5) Εϊναι Ε0) -- ο (29 - -9χἳ-.ΙΙχ-- 3). 


3 5 
Ρίζαι αὐτῆς: ---- ΕΥ Ἱἀ-Ὁ-Ἱ. 
2 2 
ον 
6) Εἰναι ἐ'ο) -- ---- (κ ---15χ--11). 
8 . 15 
Ρίζαι αὐτῆς : ρα, 
πο. αν. - 3 3 . : 
7) 'Ἐπειδὴ ἓ ( 2 }ς 0 εἰς τὸ σημεῖον π( , πε) παρουσιάζει µέγιστον 
3 -- λὰ, : ών 
ἐνῶ εἰς τὰ σημεῖα ----'Ι'-- παρουσιάζει ἐλάχιστα. 
9- -Ύ15 ! 15 
8) Σημεῖα καμπῆς εἲς τὰς θέσεις χι --- όλα καὶ Χο -- ως μας : 


9) Διὰ κ -» -Γοο ((κ) --» ---οο. 
10) Γραφικἡ παράστασις (πρὀχειρος). 


ΠΑΡΑΛΕΙΓΜΑ 6. Νὰ μελετηθῆ ἡ συνάρτησις ἐμὲ δα ες κ. 1. 
χ -- 
καὶ γὰ γίνη τὸ διάγραµµα αὐτῆς. 


᾽Απάντησις, |) Ἔχομεν Φ(ἢ) - Ε --{6,1,2). 


2) Αἱ εὐθεῖαι χ --θ,χΞ- 1,Χχ-- 2 εἶναι κατακόρυφοι ἀσύμπτωτοι. 
Καὶ ἐπειδὴ Ππι(α) -- 0 ἡ εὐθεῖα Υ -- 0 εἶναι ὁριζοντία ἀσύμπτωτος (ἤτοι ὁ ἄξων 
κ--ν Ἱ- 9ο 
τῶν αχ). 


ααἰοή,... 


3) Τομαὶ τοῦ διαγράµµατος τῆς Ε μὲ τὸν ἄξονα τῶν χ αἱ ρίζαι τῆς (0 -- 0 --»- 
----- ὀχὲ- -6χ--2-- 

] . 1 1 
κ α- ὑ 2 
γνησίως φθίνουσα ἐν (1). 

1 1 1 

νο ωυ- 

ν (ον ο -- 23 
Ἐπειδὴ διὰ κ -» 2 εἶναι Ε΄ () 5 0 καὶ διὰ χ «0 εἶναι Γ΄) «« 0 ἔπεται ὅτι μεταξὺ 

0 καὶ 2 εὑρίσκονται ὅλαι αἱ ὑπάρχουσαι πραγματικαὶ ρίζαι τῆς Ε’(Χ) -- 0. ᾿Επειδὴ διά 

1 

χ -- 03-0 «- ως οο εἶναι Γ«) 120 καὶ διὰχ »[--θ- α Ἡ -- ---οο εἶναι 

ες «0Ο. Ἔπεται ὅτι μεταξὺ 0 καὶ 1 ὑπάρχει σημεῖον καμπῆς .Ἐπίσης καὶ μεταξὺ { 

καὶ 2 ὑπάρχει σημεῖον καμπῆς. 


4) Εΐναι ΕΤ) -- --- καὶ ἐπειδὴ Γ(«) -«Όψχε-ί(θ) εἶναι ἡ ε 


5) Εΐναι [(ϱ - 2 (. --- ) καὶ ἡ Ε΄ (3 Ξ0 εἶναι ἕκτου βαθμοῦ. 


Γραφικἡ παράστασις: 


αι. 
κα] 


ΠΑΡΑΔΙΡΙΓΜΑ 7. Νὰ μελετηθῆ ἡ συνάρτησις Εἔ μὲ ἴ(ε) Ξ καὶ γὰ παρα- 


σταθῆ γραφικῶς. 
᾽Απάντησις. α) Ἔχομεν προφανῶς Φ(δ- κ ---(--Ι}. 


Β) Σημεῖα τομῆς μὲ τὸν ἄξονα τῶν χ, αἱ ρίζαι τῆς {(κ) -- 0, ἤτοι µόνον τὸ σημεῖον 0. 
Υ) ᾽Ασύμπτωτοι. Ἐπειδὴ Ἱπι[(κ) -- ο καὶ Ιἰπιί(κ) -- ----ο δὲν ὑπάρχουν ὁριζόν- 


π-» Ί- οο κ--ρ---οο 
τιοι ἀσύμπτωτοι. 
Ἐπειδὴ ἹΙπαί(κ) -- ----ο καὶ Ιππί(χ) -- ---οο ἡ εὐθεία χ -- ---1 εἶναι κατακόρυφος 
κ---.--ἶ--ο Χ-----[---0 
ἀσύμπτωτος. 
Επειδή πι ο. αι δω Ίσα. δω Ἱπα καὶ Ἡπι [ες αἱ -- 
χ-ρ10οο ἅ χ-λή-οο [κ] κοοΧ ΤΙ κ-- οσο 
Ξ πι με απ ος ὁμοίῶς διὰ χ -» ----ο ἔπεται ὅτι ἡ εὐθεία Υ -κ--- { εἴναι 


χ-- ου Χ Γι] 
πλαγία ἀσύμπτωτος, 
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᾿Ακόμη ἐπειδὴ Γκ) -»0 διὰ χ -» 0 καὶ {(κ) «0 διὰ χ«« 0 (α -ε 1), τὸ διάγραµµα τῆς: 
1 διὰ χ --0 εἶναι ἄνω τοῦ ἄξονος τῶν κ καὶ διὰ χ «0 (Χ σά ---Ι) εἶναι κάτω τοῦ ἄξονος, 


ϐ) ᾿Ακρότατα. Παρατηροῦμεν, ὅτι διά χ »» 0 εἶναι {(Χ) -- καὶ διά Χχς--ίἶ 


-- 


ο] 
εἶναι ἐπίσης {(α) -- σα 
σα 


- « χ ΄ τ - χ2 

Ἐπομένως {ἐκ -- αρ]: διὰ χεί(---οο, ----ἰ) {)/ [0, -Ι-οο). Ἐνῶ εἶναι εχ) -- --- οτβ 
διὰ χεί(--!, 0]. 

: ἳ αν 

Ἡ παράγώγος εἶναι Γα) - ση. σχεί--οο, ---1) [) (0, -ἰ- οϱ). 


Εἴναι Γο9) 5» 0 διὰ χεί---ο., ---2) [) (0, --- οο), Γ’() ««0 διὰ χε(---2, ---1) καὶ ἡ ἐκ δε- 
ξιῶν παράγωγος εἰς τὴν θέσιν χ -- 0 εἶναι Γ(0) Ξ 0, 
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Εἰς τὴν δευτέραν περίπτῶσιν ἡ παράγωγος εἶναι : 
χὂ -.2κ 
(κ-ε 13 


Εἶναι Ε(α) 0 διὰ χεί---Ι, 0) καὶ Γ() «0 δι’ οὐδὲν χ. Ἡ ἀριστερά παράγωγος 
εἰς τὴν θέσιν χ -- 0 εἶναι Ε’(0) -- 0. 


[ο --- ψχε(--1, 0). 


Κατόπιν τούτου ἔχομεν ὅτι: 

Ἡ συνάρτησις { γνησίῶς αὔξουσα ἐν (---ο, ---2), ἔ γνησίως φθίνουσα ἐν (--2, ---ἵ) 
καὶ { γνησίως αὔξουσα ἐν (---ἲ, - οο). 

"Ἑπομένως παρουσιάζει µόνον τοπικὸν µέγιστον εἰς τὴν θέσιν κ -- --2 καὶ εἶναι 
τοῦτο τὸ {(--2) -- ---ᾱ. 


ε) Κυρτά -- κοῖλα --- σημεῖα καμπῆς. 
Ἡ δευτέρα παράγωγος εἶναι : 


ω- νχεί--οο, ---1) 0 [0, --οο) καὶ {09 -- νχεί(--!, 0ἱ 


2 2 κ. 
(κ 9 [νο 
Εἶναι Γ 0 30 νχ 3 0 εἰς τὴν πρώτην περίπτωσιν καὶ Εκ) «0Ο γχ« --ἶ καὶ ἡ 
δεξιὰ παράγωγος εἰς τὴν θέσιν κ 0 εἶναι ('(0) -- 2. 
Εἰς τὴν δευτέραν περίπτῶσιν εἶναι [΄«Ὁ «0 ψχε(--Ι, 0] καὶ ἀριστερά παράγωγος 
εἰς τὴν θέσιν κ -- 0 εἶναι Ε΄ (0) -- --2. 
Κατόπιν τούτου ἡ Ε κυρτὴ διὰ χ 50 καὶ ἡ ἕ κοίλη διὰ χεί---ο», ---ἲ) ) (--ἶ, 0). 
Καὶ ἐπειδὴ εἰς τὴν µίαν περιοχἠν τοῦ μηδενὸς ἀλλάσσει πρόσηµον ἔχομεν ἑκεῖ σημεῖον 
καμπῆς. 
στ) Καταστρώνομεν τώρα τὸν ἀνωτέρω πίνακα καὶ συμφυῶς καὶ τὸ διάγραμμα. 
(Ἡ ἀσύμπτωτος γ{Ξξκ--- ! τέμνει τὸ διάγραµµα εἰς τὸ σημεῖον διὰ τὸ ὁποῖον μτη -- 
ν2 λ, 
κι 


εχ---.1, ἡ ὁποία ἔχει λύσιν διά κ -- ---- 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ 
Β ΜΕΘΟΔοΙ 
ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΛΕΛΥΜΕΝΑΙ 


12. 35 Κατωτέρω παραθέτοµεν μίαν σειρὰν ἀσκήσεων ὑποδειγματικῶς 
λελυµένων, ὥστε ὁ ἀναγνώστης νὰ δύναται νὰ παρακολουθήση τὴν µεθοδο- 
λογίαν διὰ τὴν ἐπίλυσιν σχετικῶν θεμάτων. 

Τονίζοµεν ἰδιαιτέρως, ὅτι μετὰ μεγάλης προσοχῆς θὰ πρέπει νὰ γίνη 
ἡ µελέτη αὐτῶν τῶν ἀσκήσεων, διότι ἡ δυσκολία ἔγκειται κυρίως εἲς τὴν 
προσοχὴν μὲ τὴν ὁποίαν ἐφαρμόζομεν τὰς σχετικὰς προτάσεις. 

Ἡ μεθοδολογία διὰ τὴν ἐπίλυσιν τῶν ἀσκήσεων ἐπὶ τῶν παραγώγων 
ἀνεπτύχθη ἐπαρκῶς εἰς τὴν θεωρίαν, ὅπου διὰ τῶν παρατηρήσεων ἐπιση- 
µαΐνοµεν τὰ σημεῖα εἰς τὰ ὁποῖα θὰ πρέπει νὰ καταβάλλεται ἰδιαιτέρα 
προσοχή. Δὲν νοµίζοµεν, ὅτι ὑπάρχει ἄλλη δυσκολία, ἐννοεῖται δι᾽ ἀσκή- 
σεις ἁπλᾶς καὶ ὄχι δι’ ἄλλας αἵ ὁποῖαι ἀπαιτοῦν ἰδιαιτέραν θεωρίαν ἢ 
καὶ θεμάτων τὰ ὁποῖα εἶναι καθαρῶς θεωρητικά. Επομένως θὰ πρέπει νὰ 
προσεχθῆ μᾶλλον τὸ θεωρητικὸὀν µέρος περισσότερον καὶ νὰ καταβληθῆ 
προσπάθεια κατανοῄσεως τῶν ἐννοιῶν. 

ΠΑΡΑΛΕΙΓΜΑ 1. Νό εὐρεθοῦν αἱ παράγωγοι τῶν ἀκολούθων συναρτῆσεων μὲ 


τύπους: 
3 


Ό 10) -- ἔκγγκινκ 2) ἔίκ) -- γ/206:Γ2: 1 -Ε Ιορ-κ 

3) Είχ) -- τοξισυν νχ 4) ἴ(α) - ιορ”{τοξ,εφ 5) 

᾽Απάντησις. 1) Προφανῶς «9(Γ) -- ΕΚ’. Θέτομεν κ. γκ-- Φ/Χ--ὦ καὶ ἔχομεν : 
{σα κά » Αλλά ἂν ΧΙ ΥΧ -- φ, θὰ ἔχωμεν: ο' Ξ- (χ)΄-Ε(νφ)’ Ξ 1 -- - 

2νω 2Υφ 
1 1 Ι 
Ἐπειδὴ φ’ -- 1 --- λαμβάνομεν: α΄ 5 Ι ἠ- ------------ (ι .. σσ] καὶ τελι- 
2γκ 2γκ-- νκ 2νχ 
ϊ 1 Ι 
κά ιτ ------ ι --- (ι Έτ, Ἠ) νκεφ. 
2γκ- γκο κ 2γχε νκ 2νκ/- 


2) Προφανῶς «Φ9({) -- Ε'. Θέτομεν: 267 21-- {1 ἵ- ὢ καὶ λαμβάνομεν: [ἴχ) -- 


-- 125 -- 


2 
Ες) - 1 ω 3 ω΄ Γ(ἱορχ)α.. σα .. 1 
3 Χ 3 


--ο 3 -ΕΙοβΜχ, ὁπότε: 
ναςΤΣΗΡ 


«(26 -211962) -- 1ορ-χ ψχε(Ε) (διότι (22)΄ -- 211ορ2). 
Ξ[0, 1]. Θὰ ἔχωμεν : 


3) Ἡροφανῶς (9) 
, 1 1 
κ)’ -------.-- - νχε(ο, 1). 
.. ἵ χ 2νύχ να 


{09 ού -ς- . 
γ--Ἵ(ν κ) 
ον οίῶν ω, θὰ ἔχωμεν : {(Χ) Ξ- Ιοριῶ 


4) Προφανῶς «({) -- Ε”, ὁπότε ἂν τεθῆ τοξρεφ Ξ 


καὶ ἑπομένως : 


{00 -- 2Ιοβω(1ορώ)΄ -- 2ἱορῶ. πώς 210Ρ (1οξοεφ ο) ) αν ... 
ο] χ χὸ 3 
9 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2. Νὰ εὑρεθοῦν αἱ παράγὠγοι τῶν ἀκολούθων συναρτήσεων μὲ τύ- 


8 
3 (νὰ 
2) {α) -- γ εν θιρν 
γδ-ς 


πουςς 


2χ 
1) 1) Ξ τοξημ τη σὸ 


3 -- 
3) {() --ν χὸ πες ηἡμύχσυν΄αχ 
καὶ εἲς τὰ πεδία ὁρισμοῦ των. 
Ξ- φ καὶ λαμβάνομεν {9 -- τοξημφ, ὁπότε ΓΕ (α) -- 


2 
᾽Απά 1) Θέτομεν --. 
πάντησις. 1) πῶς της 


1 λν 1 ( 2χ ]- (1 -χ2) -2ᾳ Ἔ-κὂ)---2χ. 2 
νι γι Ον κ γη απ 
ο α γαδὲ 
2(1 ---χ) 
τα- χα] ἄ ἆχἓ) 
2 .ς : 
| τα ἂν ΙχΙ«1 
Καὶ τελικῶς: {0 -! ο 
| ο ατ ἂν |χ| 1 
Διά |Χ| «- 1 δὲν ὑπάρχει παράγωγος. 
1 
2) ᾿Ἐπειδὴ ἂν Ε(χ) Ξ- Ιορ| χ| θὰ εἶναι: Εο9 Ξ- (1ορ| χ|) -- .- α- ᾱ- καὶ Ύενι- 
1 - 9) 
ὰ εἶναι: νυ - 4 ως κος |) -- . 
θὰ εἶναι: Υ΄ -- ἄοε| φία) [αοο] | φας) | πω 


κώτερον ἂν ν Ξ- ΙοΡ| φίχ)Ι, 
ἐφαρμόζομεν τὴν µέθοδον τῆς μας παραγώγου: 
8 


| σσ λῃ πμ... ' 
Πρὸς τοῦτο θέτοµεν: ΥΞξ10| --] -- δω .. Ες καὶ λαμβά- 
| γ/5-κ γ]5--κ| 
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1 1 
νοµεν: |Ιοσυ -- Ιορ χ| -- ὰ 1ορ(χ1--1) --- 15 19Ρ | ὅ---χ | -- (1ορν)’ -- (1ος (9) }’ -- 


Ι ὰ Ἡ γιος) χ΄ 1 2χ 

δ τα ! ε))-- ( ο σσ κο σι | .- 
(οβ| κ΄ {1 Ιορα” 1) 1ς 1981 Χ!) : ῶ ο ντ. 

1 (5---κ)΄ 1 .. ο 1 ὰ 
(ας. τσ) ος Τ 3(Γ Γκ) .. 155 κ)’ ὁπότε 
χν(κ”-.- ω (-- .- 1 ) 
πο - ην κ Τα Τσο) ) 
Υ/δ--χ 
3 Ι---κ : ῃ 
3) Ἔχομεν: | {()|- νηκβ τι 3 {ημχ [| συν'χ| καὶ 1ορ | 1) -- 

Ξς 1ορ| χ|-γἱορ | 1---χ |---Ίομ(! -Ι-χ2)-Ι-2ἱο6 | ημκ | ἴ-2ἱοΡ| συνχ|, ὁπότε: (1ο6 | Ε(χ) |)’ -- 
2 ; ω. 
4 (9 | χβ' ος | 1---κ [)' ---οε(1 -ἰ-χ”)΄ ήθος | ημχ [)΄--2(ἱοε| συνκῇ -- το) 

ο χγ 3 

- 5, Ἡ μι (1---κ) κ 3 (ημχ)΄ μώ (ουν) κ η 

3 Χ (1---κ) 1 --χὰ Ώμχ συνχ ἂχ Ί--α 1: χὸ 


Γλσῳχ --2εφχ -- σ(κ) καὶ τέλος: Εκ) -- ος χὲ Ώμᾶχσυνζχ. σ(χ). 
ΠΑΡΑΔΕΙ ΜΑ 5. ΙΝὰ εὑρεθῇ ἡ παράγωγος τῆς {ι μὲ Π(Χ) Ξ- {ημχ| καθὼς καὶ τῆς 
{ μὲ κ) Ξ ημ]χ|. 
᾽Απάντησις. α) Παράγωγος τῆς {(κ) Ξ- |πμχκ|. Ἐπειδὴ ψχε(2Κκα, (2Κ--Ι)π) μὲ ΚεΖ 
εἶναι ημχ-0 θὰ ἔχωμεν: {Πίκ) -- ημχ καὶ ἑπομένως Εκ) -- (ημα)' -- συνχ ψχεί2Κᾳ, 
Οκ--Ιὺᾖπ). ᾿Ἐπίσης ἐπειδὴ φχε[(2κ--ίπ, (2Κ--2π], ΚεζΖ εἶναι ημχ-««0 θὰ ἔχωμεν : 
Γκ) -- (--ἡμχ)' ς- --συνχ νχε [(2κ--1)π, (2κ--2π] 
Ἐξετάζομεν ἐάἀν ὑπόρχουν αἱ παράγῶγοι εἰς ἕκαστον τῶν ἄκρων τῶν ἀνωτέρω 
διαστηµάτῶν. 
α) Ἐόν χ -»- 2Κκπ--0 θὰ ἔχωμεν: 
εδικαο -- κ. ΕΕΣ ΜΕΝ... ππ 39 
ε-νθ0 ε ε.»00 8 
Ἐὰάν κ -» 2κπ---0 θά ἔχωμεν : 
Επ. ϱ) ς- Ιίπ ((2π--ε) --- οκ) πι μα ή 
ε- »0--0 8 ρ-»0--0 ε 
καὶ ἐπειδὴ αἱ πλευρικαὶ παράγωγοι εἶναι διάφοροι δὲν ὑπάρχει ἡ παράγῶγος εἰς τὴν 
θέσιν χ -- 2Κπ. Ομοίως εὐρίσκομεν ὅτι δὲν ὑπάρχουν αἱ παράγῶγοι εἲς ἕκαστον τῶν 
ἄλλων ἄκρων. 
Β) Ἐπειδὴ διὰ κ:»0 εἶναι (κ) Ξ- ημα ἔπεται ὅτι {΄(5) -- συναχ νχε(θ, -Γοο). 
Ἐπειδὴ διὰ χ«.0 εἶναι [(κ) Ξ- --ημχ ἔπεται ὅτι Ε΄() -- --συνα ψχεί---οο, 0). 
Εἰς τὴν θέσιν χ -- 0 δὲν ὑπάρχει ἡ παράγωγος τῆς Ε καθ’ ὅσον αἱ πλευρικαὶ παρά- 
γώγοι εἷς τὴν θέσιν αὐτὴν εἶναι διαφορετικαίἰ. 


Ξε 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4. Νὰ εὑρεθοῦν αἱ παράγῶώγοι τῶν ἀκολούθων συναρτήσεων μὲ 
τύπους: 
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3 
ο) {9 - νκ Ρ) ἄν) -νσ' 


Κ᾿ 
Υ) {0 Ξ (σημα) ν] κ] δ ΠΟ - κκ] 
εἰς τὴν θέσιν ΧΞ0, 


᾿Απάντησις. α) Προφανῶς «2(ϐ) Ξ- Β: )) (0) καὶ ἑπομένως αὐτὴ δὲν ἔχει παράγωγον, 
1 
ὡς γνωρίζοµεν: [0 -- ----- ψχεξκ”. 
2νχ ν 
᾿Εὰν τώρα κ -» 0-0, τότε {(Χ) -- --α καὶ ὁ συντελεστἠς διευθύνσεως εἶναι -ἷ-οο 
καὶ ἡ ἐφαπτομένη τοῦ διαγράµµατος τῆς { εἰς τὴν θέσιν κ Ξ- 0 εἶναι ὁ ἄξων ΟΥ. Τὸ ση- 


μεῖον Ο καλεῖται σημεῖον στασιµότητος (Σχ. α). 


β) Προφανῶς (8) -- ΕΚ. Ἡ παράγωγος εἶναι: Γ09 - 


ς ΨΧεξΕ --(0)}. 
3νχ 
Αρα δὲν ὑπάρχει ἡ παράγῶγος εἰς τὴν θέσιν κΞ0. 
"ὪΑνχ -» 0-0, τότε ϱ() -- Γοο καὶχ -- 0 ---θ, τότε Ε΄(κ) --» ----ο. 
᾽Αλλὰ ἐπειδὴ {() 3 0 ΨΧΕΒ, θά ἔχωμεν εἲς τὸ Ο ὥς ἐφαπτομένην τὸν ἄξονα τῶν 
γ κοινἠν ἐφαπτομένην τῶν δύο τόξων τοῦ διαγράµµατος ὡς τὸ (Σχ. β). Τὸ σημεῖον Ο 
καλεῖται τότε σημεῖον ἀνακάμψεως. 


Υ 


| 
ιά 


ιο) κ 


(9) (β) 


γ 
γ 
ο 
κ ο Χ 
ή 
ἤ 


(Ω (δ) 


-- αι]: --- 
Ὕ) Προφανῶς Φ(Γ) -- Β. Καὶ ἔχομεν: 


3 
| Ε κ ἂν κ20 
ο 

νι 


Ἡ παράγωγος εἶναι: Ε(α) -- -. ΨΧΕεΕ ---{(0). 


3/5 
Αρα δὲν ὑπάρχει ἢ παράγωγος εἲς τὴν θέσιν κ--0. ᾽Αλλὰ ἄνχ -» 0-0 ἣἂςκ -- 
--0---0 θὰ ἔχωμεν : Ες) --- -Γοο. Ἐπειδὴ δὲ {(Χ) καὶ χΧ ὁμόσημα εἰς τὸ Ο ἡ ἐφαπτομένη 
εἶναι ὁ ἄξων τῶν Υ ὁ ὁποῖος διαπερᾶ τὸ διάγραµµα τῆς Ε, Τὸ σημεῖον Ο καλεῖται σημεῖον 
καμπῆς (Σχ. ()). 
ὃ) Προφανῶς Φ(Ώ «-  Β. Καὶ ἔχομεν: 
2χ ἄν χ 0 
κα) -- | ον 
0ϱΝὃνχςο 
Ἡ παράγῶγος εἶναι Ε΄() -- 2 διὰ χ:»0 καὶ 0 διά χ«0. Δὲν ὑπάρχει λοιπὸν ἡ παρά- 
Ὕγῶγος εἰς τὴν θέσιν χ-Ξ 0, διότι οἳ παράγωγοι δεξιὰ καὶ ἀριστερὰ εἶναι διάφοροι. Τὸ 
διάγραµµα ἀποτελεῖται ἀπὸ τὰς δύο ἡμιευθείας ὡς εἰς τὸ (Σχ. δ) καὶ ἐφαπτόμεναι εἰς 
τὸ Ο τῶν γραμμῶν σχηματίζουν μίαν γωνίαν, τὴν γωνίαν τῶν δύο γραμμῶν τοῦ διαγράµ- 
µατος. Τὸ σημεῖον Ο καλεῖται γωνιακὸν σημεῖον. 


ΠΑΡΑΑΕΙΓΜΑ 5. Θεωροῦμεν τὴν συνάρτησιν Ἐ μὲ τύπον: 
Ε(κ) -- Γημ’χκ) (συν κ) 
Νὰά εὑριθῆ ἡ ΕΕ). 


᾽Απάντησις. Ἔχομεν ἄθροισμα δύο συνθέτων συναρτήσεων καὶ ἑπομένως: 
Ες Ξ Γ(ημ5χ) (ημ2χ) -Ε{ (συνῖχ) (συν”χ)΄ -- 2ημχσυνχΕ΄(ημ’χ)---2συνχημχί (συνχ) «- 
- ημΟΧῇ (ημ”χ) ---Ε (συν χ)]. 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ. (5) ᾽Αποδείξατε, ὅτι ἡ παράγωγος μιᾶς ἀρτίας καὶ παραγωγισίµου 
συναρτήσεως εἶναι µία συνάρτησις περιττὴ καὶ ἡ παράγωγος μιᾶς περιττῆς καὶ παρα- 
γὠγισίµου συναρτήσεως εἶναι µία συνάρτησις ἁρτία. 


᾽Απάντησις. Ἔστω ἡ συνάρτησις ἕ παραγωγίσιµος εἰς ἕνα διάστηµα τῆς μορφῆς 
[--α, α] καὶ ἀρτία ἐπ᾽ αὐτοῦ. Προφανῶς θὰ ἰσχύη {ἷ--κ) Ξ- ἔ( νχε[--α, α]. Παραγωγί- 
ζομεν τὰ µέλη τῆς ταυτότητος καὶ λαμβάνομεν: Γ{(--κ).(---εὶ΄ Ξ Ες (' --- 0.1 -- 
-----ἰ.Ε (κ) ---- ----() -Ξ ἔί--χ), ἤτοι συνάρτησις περιττή. Ὁμοίως καὶ διὰ τὴν 
δευτέραν περίπτωσιν. 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 7. ᾽Αποδείξστε ὅτι ἡ παράγωγος μιᾶς παραγωγισίμου περιοδικῆς 
συναρτήσεως περιόδου ϐ εἶναι ἐπίσης συνάρτηῃσις περιοδικἠ τῆς αὐτῆς περιόδου. 


᾽Απάντησις. Διότι, ἀφοῦ ἡ Ε εἶναι παραγωγίσιµος εἰς τὸ πεδίον ὁρισμοῦ της καὶ 
ἀφοῦ {(κ-:-θ)-- (κ) νχεζ(Ώ) (κ--θε (0) θὰ ἔχωμεν, παραγωγίζοντες τὰ µέλη τῆς ὥς ἄνω 
ταυτότητος, {(κ-1θ) (κ-:θ)΄ -ε {α) ---»- Γ(χ--θ) Ξξ-Ε(), καὶ ἑπομένως ἡ Ε’ εἶναι ἐπίσης 
περιοδικἡ τῆς αὐτῆς περιόδου. 


ΠΑΡΑΔΕΗ ΜΑ 8. Δίδεται ἡ σὐνάρτησις { μὲ Γκ) Ξ- χ'/νεΝ. ᾿᾽Αποδείξατε ὅτι: 


ο 


11 2] ... 


νεος ἲ- 
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᾽Απάντησις. Ἡ {09 Ξ ναὶ-ἳ, ἡ (8 Ξ- ν(ν---λαν-2, Εἰ' (κ) ξ- ν(ν---1) (ν--2)α15....; 
Γ(κ)(Χ) «- ν(ν --- 1) (ν--2) ... (ν---Κ-- Ι)χ' κ μὲ ΚεΝ καὶ Κ-Ξ ν. Κατόπιν τούτου εἶναι : 


Γον νι σς  νν--1) - τῶᾳ. να)... «(ν--Κκ--1) μαι 


νι δε πάσα» επ [ 


ὰ ὤ μ 
"ρα [ο) -- ον πλ. ανα. ος ο μο.... ως µμ.ϱϱ"ϱ-- 


Ἐκ ταύτης διά χ -- 1, εὐκόλως λαμβάνομεν τὴν ἀποδεικτέαν σχέσιν. 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 9. Θεωροῦμεν τὴν συνάρτησιν { μὲ {(α) -- Ίορημα καὶ πεδίον ὁρι- 


σμοῦ τὸ [ - ᾿ τι Νὰ εὑρεθῆ ἂν ὑπάρχη ξε (ς , -ν ) οὕτως ὥστε [’(Ξ) -- 0. 


ο 


[ Ξ - 5] καὶ ἐπειδὴ ἡ συνάρτησις Ιοµ εἶναι συνεχἠς ψχεξ”, εἶναι δὲ φχε .. σ] 
[ 


τὸ ημχ-»0, καὶ ἡ σύνθετος συνάρτησις Ε(κ) -- Ιορημα εἶναι συνεχὴς νχε[ ος ] 


᾽Απάντησις. ᾿Εξετάζομεν ἂν ἡ Εἓ εἶναι συνεχἠς ἐπὶ τοῦ κλειστοῦ διαστήματος 
π] 
6] 
Ἐπειδὴ ἡ συνάρτῆσις ἡμίτονον εἶναι συνεχἠς ΨΧΕΚΕ θὰ εἶναι συνεχἠς καὶ ἐπὶ τοῦ 


6) 6 
Ἐπίσης ὑπάρχει καὶ ἡ παράγωγος τῆς Γ νχε (: 5 } Ἔχομεν δὲ ( )1ορημ ας 


6 6 
δ ω 5 
Ξε]ορ : καὶ (ς) Ξ- Ἱορημ - - Ξε Ι0Ρ ο. ἄρα (-ς-) κ ( ο) 


Πληροῦνται συνεπῶς πᾶσαι αἱ συνθῆκαι τοῦ θεωρήματος τοῦ Κοᾖε, ὁπότε ὑπάρχει 


ξε( . 5) οὕτως ὥστε { (8) --ο. 


6) ό 
Ἡ παράγωγος εἶναι: Ε΄) Ξ σφχ. 
Ἐπειδὴ ἡ σῳχΞ 0 μὲ χε (ον ) ἔχει τὴν λύσιν χ«- ἔ-- . .. ὁ ζητούµε- 


νος ἀριθμὸς εἶναι ὁ -δ-- 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 10. Θεωροῦμεν τὰς συναρτήσεις {ἔι καὶ {Ώ μὲ τύπους ἀντιστοίχως 
ἔ(α) κ» --2χ--3 καὶ Πχ) Ξ χὰ ---7χ5--20χ ---5 καὶ διὰ τὰς ὁποίας ὁρίζομεν Φά,, 
5) -- [1, 4]. ᾿Ἐξετάσατε ἂν πληροῦνται αἱ συνθῆκαι τοῦ θεωρήματος (Αµ6Ηγ. Νὰ ἐξετασθῆ 
ἀκολούθως ποῖον τὸ ξε(1, 4) οὕτως ὥστε νὰ ἰσχύη ὁ τύπος (ΑµοΝΥ. 


᾽Απάντησις. Αἱ συναρτήσεις { καὶ {, εἶναι συνεχεῖς ψχεξ ἄρα καὶ ψχε-Φ({, {9) 
ε- [1, 4]. Αἱ παράγῶγοι εἶναι ἀντιστοίχως;: Ει(κ) Ἔ- 2χ---2 καὶ οκ) -- 3χ2 ---14χ-:20 
καὶ ὑπάρχουν ΨχεΕΚ ἄρα καὶ ψχε(1, 4). 
Ἐπὶ πλέον ἡ {90 εἶναι -Α0 ψχε(!, 4), ἀφοῦ ἔχει ρίζας µιγαδικάς. 
Κατόπιν τούτου ἔχει ἐφαρμογὴν ὁ τύπος (ΟαιςὮγ. Θὰ ἔχωμεν : 
{Ι(4)---(1 αά ἁ 11---2 2---2 
η -- ο ο μυ. στης 
Λύοντες τὴν ἐξίσωσιν εὑρίσκομεν : 
ξις 2 καὶ κά. 
Ἐκ τούτῶν ἁρμόζει µόνον ἡ ἔι Ξ 2. 
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 11. Ἐάν νεΝεν -θ3/6ΕεΝ δείξατε, ὅτι: 


γ/ν-μ1 -ννς« 29 


᾽Απόντησις. Θεωροῦμεν τὴν συνάρτῆσιν Ε μὲ Ε(Χ) -- κ μὲ 3(Ε) -- [ν,ν-- ΙΙ. 
Εἰς τὸ διάστηµα αὐτὸ ἐφαρμόζομεν τὸ θεώρηµα µέσης τιμῆς καὶ ἔχομεν : 


[(ν ΕΙ) ---ἔν) -- ννἙΙ --- Ύν -- [(ν-Ε!) --- (ΙΕ (ϐ) 


ὅπου ξείν, ν--1). 


1 - 1 
--- καὶ ἄρα: Ύν-- --Υ/ν -- 
2νχ 2ψξ 
Ἐπειδὴ νθ' -. ἔ5θὲ καὶ ἄρα -.Ἱ,..«ἆ. Ὥστε καί: /ντι- νυ« 
2νέ 20 


Εἰναι ὅμως Γ{«9 -Ξ 


μὲ ξείν,ν-Γ!). 

1 
20 
ΠΑΡΑΔΕΠ ΜΑ 12. ᾽Απὺ τὸ γνωστὸν ἄθροισμα τῆς γεωώμετρικῆς προύδου : 


ν--ᾶ 


1 χΓχὸ--.. Ἱ-χκ"Ξξ 


πα ακυ, 


Νὰ εὐρεθοῦν τὰ ἀκόλουθα ἀθροίσματα : 
Σι ς- 1--2χ-Γ2χὲ--... νκ' ἳ 
Σο 15 -22χ--22χ2--... Εν κ” ὰ 
᾽Απάντησις. ᾿Επειδὴ ἡ (Α) ἀληθεύει σχεΕ -- {ἰ} καὶ ἂν ἐξισώσώμεν τὰς παρα- 
γώγους αὐτῶν τῶν μελῶν τῆς ταυτότητος, θὰ ἔχώμεν : 


μα, εν 
πο ος πο ο ώς 


(κ -- 93 
Πολλαπλασιάζοντες τώρα ἀμφότερα τὰ µέλη ἐπὶ χ λαμβάνομεν: 
νχ" ἳ ---(ν 1) κκ 
α-- 03 
Καὶ παραγωγίζοντες ἀμφότερα τὰ µέλη λαμβάνομεν : 


1 Χ---(ν- 1) Χ’ -ἰ- (2ν" ἠ-2ν---1)κν να" 
αν 


αυ 


Χ-|-οκ2--2χδ--... -νκν -- 


15-22χ-ἰ-32χΣ.... Εν χ  ς- 


κ 
ο] 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 13. Θεωροῦμεν τὴν συνάρτησιν Ε μὲ Γ(κ)--κε 3 Δείξατε ὅτι θὰ 
πληρῆ τὴν ἐξίσωσιν : 


χι) -- (1 --- τρ, 


ο .γ - ού, 
᾿Απόδειξις. Ἔχομεν: ο Ξ χο 2 μχ ς . ψω 3 ε{- 3) Ξ 
κ. πὶ Ξ 


Ξϱ 3 (ἱ --χἩ) καὶ συνεπῶς: κί΄(κ) -- χο 2 (ἱ --κΏ) Ξ- ( --- κ). 


σιός 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 14. Ἐὰν {α)- ΤΗΕ 


- δείξατε ὅτι: 


1 
. 
᾽Απάντησις. Ἔχομενι[-..|---τ-- - ο. αι 
4 1 3 
ον ον-ἲ 
2 
Ρο -- (σον κ) ημ”κ) ---ᾱ πμ) συνχ 
(1 '-ημὲκ)” 

σα ο ο πα ε-. 
σ 1 ἠ-ημὲκ)” ας ({--ημὲχ); 3 4 ο. 


Αρα. {Ἡ (πλ Ι α(δ. 
Αρα:ς (4) -- (ας) α() 3, 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 15. Εὔρετε τὴν ν-τάξεως παράγωγον διὰ τὴν συνάρτησιν Ε μὲ {00 5 
5- ημδσεσυν2χ. 


᾽Απάντησις. Γνωρίζομεν ὅτι : (ημα)0)Ξ- ημ (κ) καὶ (συνχ)Ο) -- συν (ο 3) 


1 1 
καὶ κατόπιν τούτων ἐπειδὴ {(κ) -- -ᾱ- ημί(ο5χ-2χ)-- - 2 ημοκ --2χ) ον ημΊχ-- - συν»α 


θὰ ἔχωμεν : 
ιο. ος ο. -υ-.---- Υπ ας "ον νπ 
εκ) -- . (ημ7χ)5)-- πο (συν2χ)’ ο Τημ (κ Ἑ 5) .. ρα. Άνσυν (κ . 2 ). 


Πράγματι ἂν Πχ) -- ημΊκ καὶ τεθῆ Ἰκ -- ὦ θὰ ἔχωμεν;: Πίκ) -- ηµῶ, ὅτε ἔ() -- 
ε- (ημο)΄ Ξ- συνω-ῶ΄ -- (συν”χ).7 Ξ- Τημ(Ίκ -- 5). 


Καὶ ἂν Γ(ῶ0) -- Τέημ (σκ-ε.ς) » θὰ ἔχωμεν : 
μα) -- [πκημ (κ ας 5] --Ἱκ [πμ (κ )] - 


Ξ5 Ίκ σὺν (κκ - 3) . (σκ- ) -- Ίκσυν (τκ-ε )- 
2 2 2 
(«-Όπ 


κπ π 
εκ πε τα -. Ίκα παω Ἡ 
Τκ ημ (κ σι 5) 7κππημ (τκ- 5 ) 


Ὥστε: (ημ7χ)’ Ξ Τνημ (κ --- 5) ΨνεΝ. 
Ὁμοίῶς καὶ διὰ τὸ συνηµίτονον. 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ. 16. Θεωροῦμεν τὴν συνάρτησιν { μὲ: Τ(χ) -- Ιορβ(χ2--χ ---2). 
Ὑποτιθεμένου, ὅτι ἔχει παραγώγους πάσης τάξεως εὕρετε τὴν παράγωγον τάξεως ν. 


(ά-κ-- 2)  2κΕΙ 


᾽Απάντησις. Ἔχομεν : ἔ(ἆ) Ξ ποτ οσον Μετασχηματίζοµεν τὸ 


1 1 


κλάσμα εἰς ἄθροισμα ἁπλῶν κλασμάτων καὶ ἔχομεν: Γ0) - τα .. ςΤ2» ὁπότε ἀγό- 
μεθα εἰς τὸν ὑπολογισμὸν τῶν τάξεως ν--- 1 παραγώγων τῶν συναρτήσεων ΠΧ) -- στ 
καὶ {(Χ) ε- ο. διότι Γκ) -- 10) (κ). 


χ-|-2) 
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1 


Ἔχομεν: ιο) -- (ρη 


) Ξ (κ --- 1) -- --ἵ(κ-- τς --- 1)’ -- --ἵ.(κ--ἶ) 
Ἐπίσης Ε-α() --(---ᾱ- ςς---2) (α---1ὸ 2 καὶ Εν” (αχ) -ι(---1) (---»). . .[---(ν---ἵ)] ο---ἰ) -)-α κε 


κι] (ν---{κ--- 1)". 
Ὁμοίως εὑρίσκομεν ὅτι: ἕως (κ) -- (---1) 71 (ν---Ι)(χ--27ν, 
1 1 
κ. τὸ - 4 (ν(κὴ --- (11 -ᾱ τας. 1 αμ. μ 
Επομένως: 09 --(-)ν- ρα η 


ΤΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 17. Ἡ συνύρτησις { εἶναι συνεχἠς ἐπὶ τοῦ [α, βΙ καϊ παραγωγίσι- 
ος ἐπὶ τοῦ (α, β) καὶ εἶναι Γ΄(κ) -- 0 ψχεία, β). Νὰ δειχθῆ ὅτι ((κ) - Πα) νχεία, β]. 


"Απόδσιξις. ᾿Ἀφοῦ ἡ Γ εἶναι συνεχἠς ἐπὶ τοῦ [α, β] καὶ παραγωγίσιµος ἐπὶ τοῦ {α, β), 
τότε κατὰ τὸ θοίρηµα τῆς μέσης τιμῆς ὑπάρχει ξ μὲ α- ἔςβ οὕτῶς ὥστε ΕΤΕ) .(β--α) -- 


Ξ1(β) ---ἴ(α). 
᾿Εὰν τεθῇ ἀντὶ β τὸ χ, τότε θὰ ἔχωμεν : 
{0 ---ἴ(α) -- (χ --- α)ί (8) μὲ ας ξςχ. Αλλά Γ(8) -0, ἀφοῦ ἔσ - 0 νχεία͵ χ). 


Ὥστε ἴσ) Ξ Πα) ψχεία, β]. 
ΠΑΡΑΑΕΙΓΜΑ 14. Νὰ οὑρεθῆ ἡ παράγωγος γ΄. τῶν ἀκολούθων πεπλεγμένων 


2 2 2 


γκὸ εν τα” 


Υ 
4 


συναρτήσεων: 


ο) χὸ-Γκέγγγ--θ β) Ιοςχ--ε Ξςο 
᾽Απάντησις. -) Παραγώγίζομεν ὥς πρὸς χ θεωροῦντες τὸ ν ὡς συνάρτησιν τοῦ χ 


καὶ λάμβάνομεν : 
3χ2 ἠ-2χΥ -Γ-χ2γ'.-Γ2ΥΥ’, -- 0. 


Ἐπιλύοντες τώρα ὡς πρὸς γ΄, λαμβάνοµεν: 
ον 3χΧ2--2χν 
3 Χἳ -|-2Υ 


ας 1 ός μ- : ] 
ν [ : Ξ0 ων 
Β) ΄Ἔχομεν - τες σα. ), ------ - 6 
--ᾱ 
ο 4 9 -ᾱ, ο 3 
ν . Χ-|- 
---κ--οἈ γικ{9” «Υ-0 κ Υ,- ----- ες 
ος 
κ 
1 σι 
- ο ..--- 
πενν Χ 
ὃς π 
1 1 1 8 
αν ο ας ο πας ΄ μμ ο 
στ Χ ον νά δγ, --ο ---- γι --- η Έιρ .. 
3 κο ἃς 
α ὃ 


Ἔχομεν: - 
Ύ) Ἐχομ Ξ 


ΠΑΡΑΛΕΙ ΜΜΑ 19. Θεωροῦμεν τᾶς συναρτήσεις {ι, Το, { μὲ τύπους ἀντιστοίΐχως 
{ι(α) 5 γς- 2χ9-2χ5-Εχ, {ήκ)-- χ:- 2χ-- -ᾱ' συνα, Πα) - Υ Ξ- χ--6ἳ. 


Νὰ εὑρεθῆ δι’ ἑκάστην τούτων ἡ χ΄ν καὶ διὰ τὴν ἓι καὶ ἡ. χ΄’νν. 


-- 136 -- 


Απάντησις. α) ΄Εχομεν Υ'. «- όχ”Ι-Ι5χ1-{ καὶ ἐπειδὴ χ΄ν.Υι -- 1 θά ἔχωμεν: 


] ἐφ᾽ ὅσον γ΄, π. 0. 


ἄν ο οδ-ισκ"-ςἶ 
β) Ὁμοίως ὃ ῷ ο. κἠθ ν χ καὶ ἑπομένως κχ’ν -- 9 
µοίως ἔχομεν: ΥςΞ 5 Γ-ὸ. Ἡμ πομένως κυγ η ὄπημκ 
: πι : νι δις νο 6ἳ 
Υ) Ὁμοίως ἔχομεν: Υ΄. Ξ- 1 --εἵ καὶ συνεπῶς χΧ΄ν -- τις καὶ Χα ΥγΥ-- πάγος 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 20. Νὰ εὑρεθῆ ἡ παράγωγος Υ΄ς μιᾶς συναρτήσεως 1 διδοµένης ὑπὸ 
τὴν παραμετρικὴν μορφὴν κ ακ(ι--- ημῖ) καὶ Υ Ξ- α(ἱ --- συν). 


᾽Απάντησις. Ἔχομεν χι α(--συνι) καὶ γι  αημί καὶ ἑπομένως: ἂν Ξε γι, - 
ν 4 


αν. ΜΗ ο Ἡ ων 
απ η σφ -2 ( σ- 2Κπ), ΚεΖ. 


" ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 21. λὸν Ρι Ρι, β πραγμοατικαὶ καὶ διακεκριµέναι ρίζαι μιᾶς τρι- 
τοβαθµίου ἐδισώσεως {(Χ) Ξ:3), νὰ δειχθῆ ὅτι: 
βι ρὸ βα 
στ μασὰ προς ας 50 
πολ σλ ο 
᾿Απόδειξις. Ἔχομεν, ὡς γνωστόν, {(α) -- οκ -- ϱι) (Χ--- ϱ.) (Χ--- ϱι) (ο 5 0). Τότε 
ὅμως: { (κ) -- οκ--- ρε) (Χ --- ϱε) Ι-ο(α --- ϱι) {α --- ρε) ο(α --- ϱ:) (Χ --- ρ,). 
Ἐπειδὴ [(ρ)) Ξ- ἄρι --- ϱὲ) ζρι --- β9), [ (ρ.) Ξ- ο(ρι --- Ρι) ζρε --- ρε), ἓ (ρε) -- οίρε --- ϱι) 
(ρε--- ϱ.), τὸ πρῶτον µέλος τῆς ἀποδεικτέας γίνεται : 
ο. θρςβὸ ος Ἡ 1 ( Ρι τς ρ εν 
Γ(ρι) {(ρ)) Γ(ρ0) ο Α (ρι--ϱ) έρι--ρε) (ρυ--ϱι) (ρυ---ρε) 
ρα λ 1 
-. ---0--0. 
(ρι--ρι) (ρα). ο 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 22. Θεωροῦμεν τὴν συνάρτησιν ἕ μὲ {(χ) Ξ (χ--ξ) Ε(κ), ὅπου νε. 
Νὰ ὀξετασθῆ ἂν ὑπάρχη ἀκρύτατον εἲς τὴν θέσιν χ « ἕ γνωστοῦ ὄντος ὅτι ἡ συνάρτησις 
Ε, εἶναι συνεχἠς εἰς τὴν θέσιν κ -- ἕ καὶ ἔ(6) -ε 0. 


᾿Απάντησις. Ἐπειδὴ {(Ε) -- 0, ἂν {(ϐ) -»0, τότε ἂν ν ἄρτιος, θά ἔχωμεν διὰ µίαν 
περιοχἠν τοῦ ἕ ὅτι ἔ(χ) -» 0 ψχ τῆς περιοχῆς αὐτῆς. ρα εἰς τὴν θέσιν χ -- ἕ ἔχομεν 
ἕνα ἑλόχιστον. 

Ἐὰν {Π(ἔ)«0 καὶ ν ἄρτιος θὰ ἔχωμεν εἰς τὴν θέσιν κ -- ἔ ἕνα µέγιστον. 

᾿Αντιθέτως ἂν ν περιττὸς δὲν ἔχομεν ἀκρότατον εἷς τὴν θέσιν κ -- ξ. 


{ π 
ἄνκ-ο 
ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 23. Δείξατε ὅτι ἡ συνάρτῃσις { μὲ «θα ον κ 


. 
ί 0 ἂνχ-Ξ 
εἶναι συνεχἠς εἰς τὴν θέσιν κ -- ὐ, ἀλλ᾽ ὄχι παραγωγίσιµος. 
᾽Απόντησις. ᾿Επειδὴ {(0) -- 0 ἀρκεῖ νὰ δειχθῆ, ὅτι καὶ ιπιί(α) -- 0. 
κ-»0 
Θεωροῦμεν τυχοῦσαν ἀκολουθίαν Χν| νεΝ ἀπὸ τὸ Φ(0Ξξ Εξ --- (0) μὲ Χν -- 0 καὶ 
Χχν πε 0 ψνεΝ. 


Θὰ ἔχωμεν [ίκι) Ξ-χνημ καὶ ἐπειδὴ ημ α Ἐ 1 ψχιεΒ ---(0)| νεΝ καὶ 
Χγ Χν 
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“Ἐν -» 0, ἔπεται, ὅτι καὶ [(χν) -» 0 ἂν ν -» --ὦ. Ὥστε ἡ Γ εἶναι συνεχὴς εἰς τὴν θέσιν 
κΞ 0. 


Ὡς πρὸς τὴν παράγωγον εἰς τὴν θέσιν χ- 0 ἔχομεν : ἰίπι [(ω--) -- 
κ.» 0 χ---θ 
χημ. ο -ἵθ 
-ὉρΡΓ-. κα Ἡππημ καὶ ὦς γνωστὸν δὲν ὑπάρχει τὸ [ἰππημ μή 
κ. 0 χ κ.» Χ κ.»ῦ κ 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 24. Ἐὰν αι, αν» «.., αν εἶναι πραγματικοὶ ἀριθμοὶ ὀλλήλων διάφοροι 

υδείξατε ὅτι ἡ ταυτύτης : 
Αιε ο  -- Αιο ὅσ" -- ... Έλις ἂν  Ξ5 0 

μὲ Αι, Αγ... ΑγΕΗΒ ἰσχύει ὅταν, καὶ µόνον ὅταν, ΑΙ ΞΑ.Ξ ... Ξ Αγ 0. 

᾿Απόδειξις. Ἐὰν Αιοθι" Ξ 0 προφανῶς Αἱ -- 0. Δεχόμεθα ὅτι ἡ πρότασις ἰσχύει 
διὰ ν---1 τὸ πλῆθος προσθετέους, τοι ὅτι ἐάν : 

Αιεᾶιᾶ-Γ ΑοθᾶνΣ--.. Αν ιοάν-ι” Ξ0 εἶναι Αι --Α,ςξ-... ΞΑνιΞ 0. 
Θεωροῦμεν τώρα καὶ τὴν ταυτότητα : 
Αιεῦι"--Αρεάρλ--... Αν γθᾶντιΧ-{-Α νεανσΞΞ0 
καὶ διαιροῦντες μὸ οαν" «0 λαμβάνοµεν;: 
Αιοζάι "αντ {- Α0θ(α» ἄν)λ-ο,, Αν ιθί(ᾶν-ι"αν)Σἠ-Α Ξ 0 
Ἡ παράγωγος εἶναι : 
(αι--αν)Αιείαι "αν (α) ---- ἄν)Ανεί(αν ντε... (αν ἄν)Αν ιθ(άνι ἄνσΞ0 
Καὶ ἐπειδὴ ἔχομεν ν --- 1 προσθετέους θὰ εἶναι : 
(αι ---αν)Αι - 0, (α) ---αν)Αο --θ,..., (αν α --ἀανδν Ξ 0 

ἀλλά αι, αρ, ...,ᾶν διάφοροι ἀλλήλων, ὅτε: Αι -- Α. -- ... - Ανις0 καὶ συνεπῶς 
καὶ Αν Ξ 0. 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 25. ἘΕὰν αμα», ..., ανεΒ, προσδιορίσατε αὐτὰ οὕτως ὥστε ἢ πα- 
ῥράγωγος τῆς Γ μὲ ἴ(κ) Ξ (κ) Γαικ' 1... Γαι)ε νὰ ταυτίζεται μὲ τὸ χ’οἳ, νΕεΝ. 

᾽Απάντησις. Ἔχομεν [() -- π(χ)ο2--εἳ (νχ'-Ἱ-(ν -- 1) αικ' --...ἰ- ἄν ι) 8 [χ'-- 
(αι -- ν)αὶ-Γ[αρ-ι-αι(ν ---1]κ' -- ιν. Ἱ (αν -αν.ι]ε”. 

Καὶ διὰ νὰ εἶναι Γ΄ (α) ξ χ'ε" θὰ πρέπει : 

αι "ν - 0 αν Ε(ν -- {αι τ- Ο,.... ἄν Γαν1|Ξ 0 
᾿Επομένῶς: αι -- ---ν, αν - ---(ν ---Ίλαι, ᾱᾳ -- --(ν ---2)α.,... καὶ γενικῶς: 
ακ - --ίμ ---Κ--Ιλακι 
Αἱ ὁποῖαι διὰ πολλαπλασιασμοῦ κατὰ µέλη δίδουν : 
ακ -- (--)κν(ν --Ό (ν --2).. ν ---Κ--Ι) 
Εκ ταύτης δίδοντες εἰς τὸν Κ. τὰς τιμὰς 1, 2, 3, ..., ν λαμβάνομεν τοὺς αι, ἄν, ..., ἄγ. 


ΠΑΡΑΛΕΙΓΜΑ 26. ᾿Αποδείξοτε ὅτι ἡ σουνάρτησις ((χ) Ξ Ιουρχ (κ -» ϐ) δὲν δύναται 
γὰ τεθῃῆ ὑπὸ τὴν μορφὴν 


Εέ οσο ς η 
1ορχ Ξ ῷ ὅπου Ε](κ), Ε.(κ) ἀκέραια πολυώνυµα τοῦ χ. 
σας ᾽ . ο Ει() ι ς αἱ . 
Απύδειξις. Ἔκ τῆς ταυτότητος ἰοςσχ-- ------- διὰ παραγωγίσεως λαμβάνομεν: 


Εο(χ) 
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ΕΕ) --- Ειο)Ε΄ Αα) 
[Εικ] 

Εάν τώρα ὑποθέσωμεν ὅτι βαθΕΙ(Χ) -- νεΝ καὶ βαθΕΚχ)-- νεΝ μὲ ν στ ν΄, τότε 
τὸ πρῶτον µέλος τῆς ἄνω ταυτότητος θὰ ἤτο βαθμοῦ 2ν καὶ τὸ δεύτερον βαθμοῦ ν--ν΄ 
καὶ ἐπειδὴ ν 5 ν΄, θὰ ἔχῶμεν διὰ τὰ δύο µέλη διαφορετικοὺς βαθμούς, ἄτοπον. 

Ἐὰν ν --ν' τότε τὸ πρῶτον µέλος θὰ εἶναι βαθμοῦ Αν, ἐἑνῶ τὸ δεύτερον θὰ ἠἦτο 
βαθμοῦ τὸ πολὺ 2ν --- 1 καὶ πάλιν ἄτοπον. Ἑπομένως ἤ ἀνωτέρω ταυτότης εἶναι ἀδύνατος. 


[πο] 55 χΕ΄ι() Εικ) --- ΧΕΙ(9Ε’.(9 


μα 


1 
χ 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 27. Θεωροῦμεν τὴν συνάρτησιν { μὲ {(κ) -- χὸ - «6χΣ-Ι]χ--6 
καὶ μὲ 4) Ξ Π, 2]. Νὰ εὑρεθη ξε(1, 2) οὕτως ὥστε {΄(ϐ) Ξ- 0. 


᾽Απάντησις. Κατ ἀρχὴν ἡ { ὥς συνάρτησις πολυωνυμικὴ εἶναι συνεχὴς νχε 
Π, 2] καὶ παραγωγίσιµος ψχε(1, 2). Ἐπὶ πλέον {(1) -- 1(2)-- 0, Ὥστε διὰ τὴν Ε ἐν [1, 2] 
πληροῦνται αἱ συνθῆκαι τοῦ Κο] καὶ τότε ὑπάρχει ξε(1, 2) οὕτως ὥστε (8) - 0. 

Ἐπειδὴ Ε΄ (Χ) -- 3χὲ --- 12χ--Ι1 θὰ ο. : 3ξ3- -12ξ--{1 -- 0. ᾿Ἐπιλύοντες εὑρί- 


ο λα. πια 


σκοµεν: ἕ-- --τ,- -- Προφανῶς ἔ-- --- 


ε(ἰ,2 


Τὸ ὅτι µία µόνον ρίζα εὑρίσκεται ο. 1 καὶ 2 δεικνύεται καὶ ἀπὸ τὸ ὅτι 
Γ (110) «0. 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 268. Δείξατε, ὅτι: οἳ Σ 1 Εχ νχεΒ. 


᾿Απόδειξις. Ἔχομεν ἀποδείξει τὴν πρότασιν καὶ ἄλλοτε. Τὴν ἀποδεικνύομεν τώρα 
µέσῳ τῶν παραγώγων. 

Ἡ συνάρτήσις {(α) -- ϱἳ --κ---Ι εἶναι συνεχὴς καὶ παραγῶγίσιµος ψχεΕ. Εἶναι 
δὲ Εσ -- ο --Ι νχεξΒ. Παρατηροῦμεν ὅτι ἡ {0 -- εἳ--0 νχεΚ. ἸΕπειδὴ {90 
ΨΧΕΚΕ. ἔπεται ὅτι ἡ (αχ) Ξ εἲ--- 1 εἶναι γνησίως αὔξουσα ἐν Κ. 

) Παρατηροῦμεν ὅτι διὰ χ -- 0 εἶναι {(0) -- 0 καὶ ἑπομένὼς διά χ«.0 εἶναι ἕως 0 
καὶ διὰ χ.»0 εἶναι {»ο. 

Ἐπειδὴ διὰ χ«0 εἶναι Γ΄ (α)«0, ἔπεται ὅτι ἡ ! εἶναι γνησίως φθίνουσα διὰχ-0 
καὶ ἐπειδὴ διὰ χ--0 εἶναι Ε΄(α) 50 ἔπεται ὅτι ἡ Ε εἶναι γνησίως αὔξονσα διὰ χ -»θ. Ὥστε 
{() (0) διὰ χ.»0 -ε-- οἳἵ -χ-- 1:50 διὰ χ:20 καὶ (()75{(0) διὰ χ-0 ---- ο---κ--- 
---1...0 διὰ χ«-0. ρα οἳ 3 1 --χ ΝΧΕΕ, ὅπου ἢ ἰσότης λαμβάνει χώραν µόνον διὰ χ -- 0. 

"Άλλος τρόπος διὰ τοῦ θεωρήματος τῆς µέσης τιμῆς θεωροῦμεν τὴν συνάρτησιν ἔ 
μὲ {(χ) Ξ- ο” ΨχΕεΚ. ἸΕὰν χ σὲ 0, τότε ἡ Ε εἰς κάθε διάστηµα τῆς μορφῆς [0, χ] ἢ [κ, 0] εἶναι 
ἐντελῶς ὠρισμένη συνεχὴς καὶ παραγῶγίσιµος. Ἑπομένως ἤ ΓΕ(Χχ) Ξ 6 πληροῖϊ τὰς προὺπο- 
θέσεις τοῦ θεωρήματος τῆς μέσης τιμῆς ἓν [0, χ] ἢ ἓν [χ, 0]. Τότε ὅμως ὑπάρχει ξε[θ, χ] 
ἢ καὶ ἐν [χ, 0] οὕτως ὥστε νὰ ἰσχύη : 


ο - ὡ πῶς 


δηλαδή: ((8 - -- . ΨΧΕΕ --- [0]. 


τς --- ο] 
-χ 


η το 


᾽Αλλὰ Ε(Χ) -- οἳ καὶ ἑπομένως: [(ὅ)5-ος »0, ὁπότε : χεδ 5- ϱἳ- -ἰ -ᾱ-» εἵξ χεξ--ἶ. 
Ἐὰν τώρα: 0«ξ«κχ τότε εδ -» { -» χοξ χ καὶ χεξ--{ οχ--ἶ - ο) 2χΧ--Ι. 

Ἐὰν χ««ξἔςθ τότε οὃ«-1 -» χες οχ καὶ χοῦ--1 νχ--ἰ -- ϱἳσδχ--1. 

Τελικῶς ἔχομεν : οἳ ὰ κ--Ιἶ νχεξ, ὅπου ἢ ἱἰσότης λαμβάνει χώραν µόνον ὅταν κ 0. 


ΠΑΡΑΛΕΙΓΜΑ 29, ᾽Αποδείξατε ὅτι: νχ" (χ--γ) 5 αν --Υν 5 ννΙ(χ --- γ), ὅπου 
Χ,.ΥΕΕΒ μὲ χ2Υ 50 καὶ νεΝ. 
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᾿Απόδειξις. Εἶναι φανερὸν ὅτι ἂν χ Ξ Υ ἰσχύει ἡ ἰσότης. Ἔστω λοιπὸνχ »υ 0. 
Διαιροῦμεν καὶ τὰ δύο µέλη μὲ Υ’ καὶ λαμβόνομεν : 


χΧ ν 
ν--ἲ ν υ-] (3) Ξλ 
ἅ Χ λ.. χ Χ Χ ν 
ο ο δα ος 
γ ΛΜ, γ γ γ χι 

.. 
ποὺ μᾶς ὁδηγεῖ εἲς τὸ νὰ θεωρήσωμεν τὴν συνάρτησιν ἓ μὲ Γ(Φ) -- ὦ| νεΝ. Εΐναι, ὡς 
γνωστόν, ἡ { συνεχὴς καὶ παραγωγίσιµος ψῶΕΚ καὶ νεΝ καὶ ἑπομένως ἰσχύουν αἱ προ- 
ὑποθέσεις τοῦ θεωρ. τῆς µέσης τιμῆς, Ἐπειδὴ χΧ:5Υ:50, ἂν θεωρήσῶωμεν τὴν Ε μὲ ({) - 


Ἑν 


α. [ιῶἆ, (0, τὰ Ἡ, τότε θά ἐπάρχη Ἔει, οὐ) οδιώς ὥστε: (ᾷ)α τω πα) ’ 
- 


Εΐναι ὅμως : Ε09) -- νωῖ-1 ψωε(1, ὢι) ἄρα: νξ- Ί(ωι ---- 1) ξ- ας" --- ἰ. 


Αλλά: 1 ἔκω, 5 1«ἔνικωα να ο ας ὁ 


««νωι 
ο --- 
καὶ ἂν ὧι -- 


ο κ 
ΓἼ θά ἔχωμεν : 


( ν) --ι) χ ν-1 
ο τρωωας (5) 

Χ γ 

ο ---{ 

νά 
ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 340. Ἐάδνοςκς -ᾱ ; τότε: εφχ--λημχ 2: 3χ. 
᾿Απόδειξις. Θεωροῦμεν τὴν συνάρτῆσιν Ε μὲ Γ(Χ) -- εφχ--2ημκ--- 2χ μὲ 3) - 

-- [ο 5 ) καὶ προφανῶς {(0) Ξ 0. 


Ἡ παράγωγος τῆς Ε εἶναι : 


οι ν3 αν 5, 
εῷ -----ᾱ- «Ε 2αυνκ---4 -- 2συνῦχ ώς ΧΕΙ {(συνχ--- [)2.(2συνχ-:1) 
συν’χ συνύχ 


συνόχ 
Προφανῶς {(9250 νλε[ο, 5) , 


ΔΝ 
Ἑπομένως ἡ ἢ αὔξουσα γνησίως ἓν [ο δυο καὶ ἐἑπομένῶς ἂν χ 3 0 θὰ εἶναι 
καὶ [() 3 {(0), ἤτοι: 


εφχ-/-2ημχ ---ὃχ Ξ 0 -«-;- εφχ--Ζημκ εἰ ὃκ νχε [ο 5) 
ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 41. Λιὰ ποίας τιμὰς τοῦ Κε ἡ ὀξίσωσις Γ(κ) Ξ χ!- 14χ2--24χ ---- 
--κΞ 0 ἔχει 4 ρίζας πραγματικὰς καὶ διακεκριµένας. 
᾽Απάντησις. Ἔχομεν Ε'(ὰ) -- Δχὸ - -25χ--24 Ξ 4(κ -- 2) (Χ-:-2) (ὰ --- 1). 


Κατὰ τὸ θεώρημα τοῦ Εο]ῖιε αἱ ρίζαι τῆς {(Χ) -- 0 πρέπει νὰ χωρίζωνται ἀπὸ τὰς 
ρίζας τῆς παραγώγου Γ΄(ὰ) -- 0, αἱ ὁποῖαι εἶναι ----ῄᾱ, 1, 2. 


Θὰ ἔχωμεν τὴν ἀκόλουθον σειρὰν σηµείῶν : 
χ | ---ο0 ---3 


1 
ο ᾱ- Ὁτμιμ 


πε, ὃὅσ τω 


ο 
ἓε, 
8 


«εμάθις-- 


Πρέπει νὰ εἶναι: --, ----, ἲ-,---,-τ καὶ ἑπομένως: --1Ἱ-- κο, 1! --κ- 0, 
δ--κ«θ, ἤτοι ὃ«κς1Ι. 

Γραφικῶς ἐπίσης παρατηροῦμεν ὅτι ἡ γραφικὴ παράστασις τῆς Υ - χα --Ι4χ”-ί- 
-24χ εἶναι ἡ τοῦ κάτωθι σχήματος : 


Καὶ διὰ νὰ ὑπάρχουν 4 λύσεις πρέπει ἡ Υ -- Κ νὰ τἐμνη τὸ διάγραµµα εἰς τέσσαρα 
σημεῖα, τὸ ὁποῖον διὰ νὰ συμβαίνῃ πρέπει δ-«κςι!Ι. 

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 32. Θεωροῦμεν τὴν συνάρτησιν Γ συνεχῆ ἐπὶ τοῦ [α, βΙ καὶ παραγώῳ- 
γίσιμον ψχεία, β). ᾿Γὰν {α) -- (β) δείξατε ὅτι ὑπάρχουν δύο τουλάχιστον σημεῖα γι δα 
εία, β) οὕτως ὥστε Ε΄ (1) ΓΕ (ξο) Ξ 0, μὲ ἔι σὲ ξ,. 

᾿Απόδειξις. ᾽Αφϕοῦ ἡ Ε εἶναι συνεχἠς ἐπὶ τοῦ [α, β] καὶ παραγωγίσιµος εἰς τὸ ία, β), 

ε κ. 
ἔπεται ὅτι εἰς τὰ διαστήματα [ἃ, .Ἡ] καὶ [εν .β ] ἡ ἔ εἶναι ἐπίσης συνεχἠς εἰς ἔἕκα- 


2 2 
ο 7 ͵ 3 α-- ῇ εις παμε . 

στον τούτων καὶ παραγωγίσιµος εἰς τὸ (α το ἃ καθὼς καὶ εἰς τὸ ( «γρ β) καὶ ἆπο- 

µένως δυνάµεθα νὰ ἐφαρμόσωμεν διὰ τὴν { τὸ θεώρημα µέσης τιμῆς εἰς ἕκαστον ἐκ τῶν 


διαστημάτων αὐτῶν. 


: : νὰ, α ς η : ι 
Κατόπιν τούτου ὑπάρχει ξιε[α, “δ οὕτως ὥστε νὰ ἰσχύη : 


2 
τα 
ο ---. 
ὦ) 


ας Ας α--β 8 η 
καὶ ὑπάρχει ἔρε -Β } οὕτως ὥστε: 


καὶ τότε προφανῶς : 
' Γ (2) ΓΕ (ξ9) Ξ 06 


Ιορχ 


σος μα 1 ψχε(ί, -Γοο). 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 33. ᾽Αποδεΐξατε ὅτι: : - 


ο 


᾿Απόδειξις. ᾿Ἐπειδὴ χ.»1 ἀρκεῖ νὰ δείξωµεν ὅτι: Ιορκ«χ-- 1 νχε(ί, ἠ-οο) καὶ 
ΧΙορχσχ---ἶ ψΧε(1, --ορ). Διὰ τὴν Ιορχ«Χ--- Ι. Θεωροῦμεν τὴν συνάρτησιν 1 μὲ {(κ) -- 
Ξε ]ορχ --χ--Ι καὶ (8) -- ΠΙ, --οο). Ἐπειδὴ αὕτη εἶναι συνεχἠς φχε[Ι, -- «9) καὶ παρα- 
γῶγίσιμος εἲς τὸ (1, -- ὦ) ὑπάρχει ξ ἓν (4. χ) οὕτως ὥστε: 


ο τσ --- 1) 
(8 - πσα 


᾽Αλλὰ «ος Ξ5 στι Ψχε(1, --οο) καὶ ἑπομένως { (5) -- τ ---]«θ καὶ θὰ ἔχωμεν: 


{() -- (χ---Ι)Ε(Ε)««0 (διότι Ε(1):-0], ἥτοι : Ίορχ ---χ-ΓΙ-««0 καὶ ἄρα: ]ορχ«Χ---ἶ ψχε(1,-- οο. 

Ὁμοίως ἂν θεωρήσωμεν τὴν συνάρτησιν ἔ μὲ {(Χ) Ξ- χίορχ---χ-Εἰ αὕτη εἶναι συνε- 
χὴς ἐπὶ τοῦ [1, -- οο) καὶ παραγωγίσιµος εἰς τὸ (1, ἠ- 9) καὶ ἅρα ὑπάρχει ξε(Ι, κ) οὕτως 
ὥστε : Ε(ἔἓ)-- (0 1(1) ν 

χΧ--ἶ 

Αλλά (Ὁ - 1.ἱοσχ--χ. σι ΞΊορχ Ψψχε(1, -- 3) καὶ ἄρα {() -- Ιοµξ:50: 
ἀφοῦ ἔν 1. 

Ὢστε: {(χ)---ἴ(1) -- (κ---1)Ε’ (6) 130 καὶ {(1) -- 0, ὁπότε: ἔ() 0 ------ χἰορχ.χ--- Ι. 

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 34. Δείξατε ὅτι ἡ ἐξίσωῶσις (Χχ --- 1)6: Ξ (χ--1)ε-χ ἔχει ρίζας πρα- 
Υματικὰς δύο, καὶ µόνον δύο, 

᾿Απόδειδις. Πρὸς τοῦτο θεωροῦμεν τὴν συνάρτησιν Ε μὲ {(κ) -- (κ---ἱεῖ--(κ---τ)ε-Σ 
ἡ ὁποία προφανῶς εἶναι συνεχἠς ψχεΒ καὶ παραγὠγίσιµος. 

Ἡ παράγωγος αὐτῆς εἶναι : 

[05 τ- οἳ (κ --- 1)οἳ -ᾱ-ᾱ---(Χ-Ι-1)ο-Σ -- χ(οἳ--ο-ἷ). 

Παρατηροῦμεν ὅτι διὰ χ»»0 εἶναι {΄(α):250 καὶ ἑπομένως ἡ Ε εἶναι γνησίως αὔξουσα 

ἓν (0, --ο). ᾽Αλλὰ 10) -- --2 καὶ {(-00) -- --οο, δηλαδὴ τὸ ἹΠπι(κ) -- ἠπι(χ-- 1) 


χ-» 9ο χ-» Του 


Χ--- 1 : : Χ---ἶ 
α. ο | πχ 1) πι κ. ος} -- -ἰ «4. ο- 0) -- -- 
[ σσ Ὁ [ μπι ) επ (τι εχ- -ᾱ ) 4- ο «({ « ο - 0) οο, 


ἔπεται ὅτι θὰ εἶναι ---2 5 Ε(κ)«- --οο ψχε(θ, --οο). Ἐπειδὴ ὅμως ἡ ἓ εἴναι συνεχἠς εἰς 
τὸ (0, -|- ο), ἔπεται ὅτι μηδενίζεται µίαν, καὶ µόνον µίαν, φορὰν εἰς τὸ ἐν λόγῳ διάστηµα 
ἀφοῦ εἶναι καὶ γνησίως αὔξουσα. Μία ἀκριβῶς ὁμοία ἐργασία διὰ τὸ διάστηµα (---οο, 0) 
μᾶς ὁδηγεῖ εἰς τὸ συμπέρασμα ὅτι ὑπάρχει καὶ ἄλλη µία, καὶ µόνον µία, ρίζα ἐν (---οο, 0). 

Ἐπειδὴ δὲ 0) -Α 0 εἶναι φανερόν, ὅτι ἡ µία ρίζα τῆς δοθείσης ἐξισώσεως εἶναι. 
θετικἠ καὶ ἡ ἄλλη ἀρνητική. 


ΠΑΡΑΔΕΙ ΜΑ 35. ᾽Ανισύτης Βειπου]ἶ (γενίκευσις). ᾿Αποδείξατε ὅτι: 
1) (1-Γχ)« 1-ρχ μὲ 0«ρ«] καὶ χκἒ0θ ἢ --ἰ«κ-«0 
2) (1 -Γχ)ρ 5 1γρχ μὲ ϱ851 ἢ 50 καὶ χ-- --ἲ 


᾿Απόδειξις. Θὰ µελετήσωμεν τὴν συνάρτησιν Ε[ μὲ {(1) Ξ- (ἱ -»χ)ρ κατ’ ἀρχὴν εἰς 
τὸ διάστηµα (---, 0) καὶ ἀκολούθως εἰς τὸ διάστηµα (0, -Ι- ο), 

Παρατηροῦμεν ὅτι ἡ Ε εἶναι συνεχἠς εἰς τὸ [---Ι, 0] καὶ παραγῶγίσιµος ψχε(---Ι, 0). 

Ὑποθέτομεν βεβαίως ρ 5’ 0, διότι διὰ ρ -- 0. Προφανῶς ἰσχύει ὡς ἰσότης. 

Θεωροῦμεν τώρα τὸ τυχὸν διάστηµα [χ, 0]ς|---], 0] εἰς τὸ ὁποῖον θὰ ὑπάρχη ξείκ, 0). 


οὕτως ὥστε: ΓΕ) σωστο - 
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Ἡροφανῶς: --ἰ«ἕ καὶ χ«ξ«:0. Εἶναι δὲ { 9) -- ϱ(1 ἠ-κ)ρ-ῖ καὶ ἄρα ΕΕ) -- ρ(1 -- 
-Γξ)ρ-1.:.0. Θὰ ἔχωμεν : χ[΄(ϐ) Ξ έ1) --- ἐ(0) ----- χι (ἔ) -- (1-Γχ)ρ---Ι. 


Ἔστω τώρα ὅτι 0«ρ«1, τότε κί΄(ξ) -- χρ(! --ξ)ρ-ῖ -- ««χρ, διότιχρς 0 


ερ 
η Ε)ρ-ὰ 
ν 1 
καὶ πας, δι --ν- (1 - Ελ ρςι -«-ν- ιξς! -«--- ἔ-ςθ, ποὺ ἰσχύει. 
Τότε ὅμως θὰ εἶναι καί: (1--α)ρ--1-««χρ ----- (1 --χ)ρς1-ι-χρ. ΕἜστὼ ϱ31, τότε 
χί(Ἑ)ξ-χρί! --ξ)ρ-1..χρ, ἀφοῦ χρς0 καὶ ἑπομένως : (1 -Εχ)ρ---12χρ -ᾱ--- (1 --α)ρ7»1--χρ. 


Ἔστω ρ-.0, τότε ΧΙ (ἔ) -- χρ(1 --ἔ)ρ-1 -- »χρ ἀφοῦ χρ;»0 καὶ ἐἑπομένως: 


Χρ 
4 δν. 
(1-1) -1 Χρ -ᾱ-- (1 -Γκ)ρ1 -Γχρ. 

Εἰς τὸ διάστηµα τώρα [0, --οο) ἡ Ε εἶναι συνεχἠς παραγῶγίσιμος ψκε(θ, --οο). 
Ἐὰν θεωρήσωμµεν τὸ τυχὸν διάστηµα [0, χ]ς-[0, -|- ορ), τότε ὑπάρχει ξεί(θ, χ) οὕτως ὥστε : 
- Γ(κ)---ἴ(θ) 

{ (6) .α πολ 

ποὺ προφανῶς ἔ:»0 καὶ 0«ξ«ςχ. Θὰ ἔχωμεν: χί΄(ϐ) Ξ 4 -Γκρ ---1. 

Ἐὰν ρ31, τότε χ[΄(ξ) -- χρ(ί --ἔ)ρ-1.»κρ, ἄρα (1 -Γχ)δ ---Ι Ὅχρ -- (1 --κ)ρ» -Γχρ. 

Ἐὰν θςκρς 1, τότε: χ[(ξ) -- κρί1-Γδ)ρ-] «Χρ καὶ ἄρα (1 4-χ)ρ--{«χρ ---- 
------ (1 -Ι-αλρς 1 --χρ. 

Ἐὰν ρ.ς0, τότε χ[΄(ξ) -- κρί1 -.-Ε)ρ-1ρχκρ (διότι χρς0) καὶ ἄρα (1 --χ)ρ--ἶ σοχρ 
-- ({ -αχ)θ.»1 --χρ. 

Ἐπομένως ἡ πρότασις ἐδείχθη πλήρως. 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΙ 2ο] Διὰ τὴν συνάρτησιν Εἔ ἰσχύει: {(κ-ΕΥ) Ξ- ἴ(α).(() κ, ΝΥεξΕ 


καὶ ἀκόμη ὅτι Γκ) Ξ 1--χσί(κ) νχεΒ, ὅπου διὰ τὴ σ ἰσχύει: Ιπισ(χ) -- 1. ᾿Αποδείξατε 
χ-»0 
ὅτι ὑπάρχει ἡ {΄ ψχεΒ καὶ ὅτι εἶναι: ((Χ) -Ξ- εἲ. 


᾿Απόδειξις. Ἡ συνάρτησις { εἶναι παντοῦ ὡρισμένη ἓξ ὑποθέσεως. Διὰκχ «-Υ-«-θ0 
λαμβάνομεν : {(0) -- Γ3(0) καὶ ἑπομένως {0) Ξ 1 ἢ {(0) --0 καὶ ἐκ τῆς {(κ) -- 1-Γχσ(α) 
διὰ χ Ξ 0 ἔχομεν: {(0) -- 1, ἄρα {Π0) -- 0. 

Ἡ παράγωγος τῆς Ε εἰς τὴν θέσιν χ - χρεξ θὰ εἶναι : 


Εκ) -- Ίἴπι ο ε)- Εκ) ος μπι -ΓΧο)-Τ(θ) Ες) κ). 9-ἳ (νο, 
ε-»ο ε ε-»θ 8 ε-νθ 8 
᾽Αλλά ἓκ τῆς [(κ) -- 1 -|-χσ(κ) νχεΕ ἔχομεν: {(ε) -- 1-Γεσ(ε) -- σ(ε)-- ((ε)---ἲ - 


ἐπομένως : Ιἰπισ(ε) Ξ- Ιπι -- 
ε-»θ ε-νθ 

Κατόπιν τούτου: Γ΄(Χρ) -- Ε(κρ καὶ τοῦτο ΨΧῃΕΕ, ἤτοι: ὑπάρχει ἡ παράγῶγος τῆς Ε 
ΨχεΕΕ καὶ ἰσχύει: Ε(α) -- Ε) νχεκ. 

Θὰ δείξωµεν ὅτι αἱ µόναι συναρτήσεις διὰ τὰς ὁποίας ἰσχύει: [0 Ξ- ἴ() νχεξ 
εἶναι αἱ συναρτήσεις τοῦ τύπου {(Χ) -- οοἳ, ὅπου ο σταθερὰ ἐν Κ. Πράγματι ἂν θεωρή- 
Γ(0ο--(ο.)’.(ϱ) οί 
πμ ορ 
-ϱ ΨΧΕΒ. τὸ ὁποῖον σηµαίνει ὅτι ἡ Ε εἶναι µία σταθερὰ φχεΒ. 

"Ἐπομένως: ἴα) Ξ- οςἳ. 

Εὶς τὴν περίπτωσίν µας διά κΞ 0 θά ἔχωμεν: 0) Ξο.εῦ - ο--. 

ρα ἴα) -- οἳ ψχεβ. 


ολα ΜΜ 
πι. 


σώμεν τὴν συνάρτησιν Εία) -- δν] τότε Ε΄) - 


οἳ Ἰ 
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 37. Θεωροῦμεν τὰς συναρτήσεις {ι καὶ {, αἲ ὁποῖαι εἶναι συνεχεῖς 
εἰς τὸ ία, β] καὶ παραγῶγίσιµοι εἰς αὐτό. Ἐὰν ἔα) Ξ- {α(α) καὶ {ι(α) ο» Γ΄ο(α) ψχεία, β), 
τότε καὶ Ει() » Εκ) ψχεία, β). 


᾽Απάντησις. Θεωροῦμεν πρὸς τοῦτο τὴν συνάρτησιν Ε μὸ Ε(Χ) -- ει) -- ῶ9. 
Αὔτη εἶναι συνεχἠς ἐπὶ τοῦ [α, β] καὶ παραγωγίσιµος ψχέία, β). ᾿Επὶ πλέον Ε(α)--Ωία)-- 
-- τα) -- 0. 

Ἐπειδὴ Ε΄) -- Ε(κ) ---- Ε(κ) 250 ψκεία, β), ἔπεται ὅτι ἡ Ε εἶναι γνησίως αὔξουσα 
εἰς τὸ (α, β) καὶ ἐπειδὴ Ε(α)--0 θὰ εἶναι: ΕΟΟ75Ε(:Ξ-0 ψχεία, β), ἤτοι Ε(κ)50 ----- 
---- ΕΠ) (ς) νχεία, β). 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 38. Δίδεται ἦ ἐξίσωσις οἳ -- χε; 1. ᾿Αποδείξατε ὅτι δὲν ἔχει 
πραγματικὴν λύσιν ἄλλην ἐκτὸς τῆς χ Ξ 0. 


᾽᾿Απόδειξις. 'Ἡ συνάρτησις {(κ) ς- οἳ --- χο" ---{ εἶναι προφανῶς συνεχἠς καὶ παρα- 
γῶγίσιμος νχΧΕΕ καὶ {(0)Ξ1--0-- 1ο. 

"Ας ὑποθέσωμεν τώρα, ὅτι ὑπάρχει ρεΕ., ρ- 0 οὕτως ὥστε {(ϱ) -Ξ 0. 

Ἡ συνάρτησις {(κ) -- εἵ --χΧθξ--- 1 εἶναι παντοῦ ὡρισμένη καὶ συνεχἠς ἓν [0, ϱ| 
ἢ ἐν [ρ, 0] καὶ παραγώγίσιµος. Καὶ ἐπειδὴ Γ(ϱ) Ξ- {(0) -- 0 πληροῖ τὰς συνθήκας τοῦ 
Εο]]ο ἐν [0, ϱ| ἢ ἐν [ρ, 0]. 'Ἡ παράγωγος αὐτῆς εἶναι : 

Ε/(9 Ξ- εἲ --ε--- χεξ -- ---κοῖ, ψΧε[θ, ϱ] ἢ ἐν {ρ. 0] 

καὶ ἑπομένως ὑπάρχει ξε[ο, ϱ] ἃ ἐν [ρ, 0] οὕτως ὥστε { (8) --0 -«--- --ἔεξ -- 0, ποὺ προ- 
φανῶς εἶναι ἄτοπον, ἀφοῦ ἕ -έ 0. Ὥστε δὲν ὑπάρχει ρεΕ ρ -- 0 οὕτως ὥστε {0) - 0. 

Αρα ἡ ἐξίσωσις δὲν ἔχει ἄλλην ρίζαν πραγµατικὴν ἐκτὸς τῆς μηδενικῆς. 


... 
| ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 39. Εάν χ- - 
! 


1 
2 ἀποδείξατε ὅτι: 

τοξιημχ -- ὀτοξοσυνα -- τοξρηµ 2Χ/1- -χὸ 
εἶναι µία σταθερά. Ποία ἡ τιµὴ τῆς σταθερᾶς; 


᾽Απάντησις. Ἔστω Εκχ) - τοξρημκ --Ἄτοξρσυνκ Ί-τοξρημ2χγ 1 --χὶ θὰ. ἔχωμεν: 


1 1 1 ας 2 
(ο - - - μμ. μον ος ον ωμμ οτκςοο α--- μμος 
Υ1- -κὲ 1 κ  γ 4χδ.(1- κ) γ1--κὶ 
ή 2(1---2κδ) Ὃ ᾗ 1 
σπίρτα τσ Ξ- 0 καὶ ἑπομένως Ε(Χ) --ο. ΨνχεΕ μὲ χὶς ---- 
πα πα µένως Γ(κ) ν µ 2 


Διά Χ-- 0 λαμβάνοµεν: 


ο--{(0) --04:3.3 «0- 


- 


ΠΛΡΑΔΕΙΓΝΜΙΑ 40. Νά ὑπολογισθῆ ἡ νπ παράγωγος τῆς συναρτήῄσεως Ε μὲ {(κ) -- 
Ξ συναχ (αεβ). 

Τῆ βοηθείᾳ τῆς σχέσεως ἡ ὁποία θὰ προκύψη εὕρετε τὰς νυοστᾶς παραγώγους τῶν 
συναρτήσεων {Π(κ) Ξ ημ᾽χ καὶ ΕΧ) Ξ συν’χ. 


᾽Απάντησις. Ἔχομεν «Φ(8) - Κ καὶ ΕΕ) -- ---αημ(αχ) -- ασυν (ω ας : 


Ὀ ο ..-- 


) 


Γ’ (κ) -- --αἵημ (ως ο ΞΞ ᾳ-συν {ω-- ον ἕ- μι ' Ξ- αὖσυν (αχ--2.- 
ιν 2 2 / λ 


ες- 
10). 


Ἔστω, ὅτι Γζ)() Ξ- αἴσυν (ω-εν 5-), νεΝ 


Παραγωγίζοντες τὰ δύο µέλη τῆς ταυτότητος λαμβάνομεν : 
--) ο 
2 


ΕΟ31)(9) -- --αἳημ (ω τν --) 5 α” ἄσυν (ή κά. κ». 
π 
Ξ- α'' Ἴσυν (ωτο--0 ) 


Ἑπομένωῶς ὁ τύπος (1) ἰσχύει ψνεΝ. 
Θέτομεν τώρα συν2χ Ξ- ῳ καὶ τότε: 
---συν2 ' Ἡ 
ΠΧ) Ξ- ημὲκ - « 5 ων ασ καὶ Π(Χ) Ξ- συν-χ -- --- 5 5 


ὣ 1 αλ ἶ 
Θὰ ἔχωμεν;: [1ο 1) ---- στ ω)(κ) καὶ 0)(κ) - -ᾱ- Φ0(κ). 
) καϊξέπο-- 


᾽Αλλὰ δυνάµει τοῦ προηγηθέντος θὰ ἔχωμεν: ωζί(κ) -Ξ- 2ἱ7συν [2κ-ε, 5 
νπ ) 
2) 


µένως: Ε0)(κ) -- ---2'-Ίσυν (ος 5) καὶ {ο0)(κ) -Ξ 2"-1συν ( 2χ-- 
ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 41. Θεωροῦμεν τὴν πολυωνυμικὴν συνάρτησιν { μὲ {(κ) Ξξ αμχ’--- 


Ἔαικ' Ἱ-ξ... Ἔαν αρ πε 0 (4) μὲ ουντελεστὰς ἓν Κ καὶ βαθμοῦ ν. 
Ὑποθέτομεν ὅτι αὕτη ἔχει ν διακεκριµένας ρίζας διαφόρους τοῦ μηδενός. 
Ἐὰάν ῥ:.β., ..., βν αἱ ρίζαι νὰ ὑπολογισθοῦν αἱ παραστάσεις: 

γα) ιο {αγ 
καὶ - -- τρ  }. 
ο πα) 


{ας 
Τῇ βοηθείᾳ τῶν ἀνωτέρω νὰ ὑπολογισθοῦν τὰ ἀθροίσματα 
ν Ἡ ., ν 
κ ὧν Αν ον Ὁ «προ 
1 Βἱ (./ δι τ«] ΘιΡι 
᾽Απάντησις. Ἐκ τῆς (1) προκύπτει : 
(ο) -χν -- ο χν-λγο ο ο 
ἄρ 6ο 6ο 
ελών ξ σι αρ αν .- ο 
καὶ ἂν (κ) Ξ Εί) καὶ ---, Σεκ τεθοῦν ἀντιστοίχῶς λα, λα «««ν ἂν λαμ- 
αρ ᾱρ 6ο 4ο 
βάνοµεν: 
Ε(Χ) ξ- χ'-Ελια' 1 λοκν ὁ--ε.. λν 0) 


Ἐπειδὴ τὰ πολυώνυµα {(κ) καὶ Ε(κ) ἔχουν τὰς αὑτὰς ρίζας, θὰ ἔχωμεν : 
Ερ) Ξ (Χ --- ϱι) (Χ ---ϱ) ««. (Χ---ϱν) 


καὶ ἡ παράγωγος εἶναι : 
Εν) Ξ (κ ---ϱϱ) (κ --- ρ.).. «(Χ---ρν) -- (Χ --- ϱι) (Χ---ρο). « «(Χ ---ρν)ί Γ. . . Ε[(Χ --- ρι)ί(κ---ρο) 


εκ --ρν1) καὶ ἑπομένῶςς: 
Ε΄ (ας) 1 1 1 
σος ο. θεος Ἑ στο, 3). 
Ε(Χ) χτρι ο Χ--ρα Χ---θν Φ 
Παραγωγίζοντες τώρα ἀμφότερα τὰ µέλη τῆς ταυτότητος (3) λαμβάνοµεν: 
| πώσαμι μη μμ μννω- 
«αρ 6 ρ ο  α-ριὸ 


Ξαιδς: 


εω (πο) κωδ, ᾱἱ -. σος. ς αἷ ) ὠ 
Εο) εο κά -τρι”  --ρ  α--ρω 
Εἰς τὴν σχέσιν (3) θέτοµεν κ - 0 καὶ λαμβάνοµεν : 
Ες, ες ον 
Ε(0) ϱι ϱ, ὃν 
ος ἳ Γ:(0) 
καὶ ἑπομένως : μεν Ι. ϱι Ε(0) 
Εἶναι ὅμως: Ε΄ -- νχ;-1-Ελι(ν ---- Ε)κὶ "εν Γλνιι καὶ ἄρα: Ε(θ) -- νι 
Ὢ, ο ος Άν διότι Ε(0) -- 
στε: ας . 
Εἰς τὴν σχέσιν (4) θέτοµεν χ -- 0 καὶ λαμβάνομεν : 
κο ([Εοὶ μμ ν 
Γ(0) ἱ ση] πα ρᾖι ρὗ ον" 
. δν : (σον Εθ 
καὶ συνεπῶς : ο... (5) 
 Ἡ Γκο)  Ε 
να. ν. Ε }λ2 ναι 
Αλλά: ὣ ο α επ ὁπότε : 
πι ο [1 ϱ) τς κ ο 
1 ὃ “ο σν” ν 4 Ε (013 ΕΤ(Ο}Σ , Ε΄ (9 
ασπρο ρε τσ) το) 
ἵσι 8ἱ η (1 ϱι ) πο δο Ε(0/ κο) ' Ε9 
- « ῃ 1 Γ΄(θ) 
καὶ ἄρα: ο ο η (6) 
Γκι ον αμ) 


Ἐπειδὴ Ε(θ) - λ.,, ΕΤ) -- λνι καὶ Ε’(0) -- 2λ9.... Ἐκ τῶν (5) καὶ (6) ἔχομεν τὰ 
τελικὰ ὀξαγόμενα, 


ΠΔΡΑΛΕΙΓΜΑ 42. Ἐὰν τὸ ἀκέραιον πολυώνυµον π(χ) ἔχη ρίζας πραγματικὰς 
καὶ διακεκριµένας, τότε τὸ πολυώνυµον : [π'(κ)!" --- π(κ)π 9 οὐδεμίαν πραγματικὴν ρἱί- 
ζαν δέχεται. 


᾿Απόδειξις. Εϊς τὸ παράδ. 41 εἴδωμεν ὅτι ἰσχύει : 
πας) 1 Ι ι 


πηκσο  ωση Γεν, Ἑ ο αἳ ερ) 
ὅπου ϱι, ρο, ..., ρν αἱ πραγματικαὶ καὶ διακεκριµέναι ρίζαι τοῦ π(κ). 
Ἐκ τῆς (1) διὰ παραγωγίσεως λαμβάνομεν : 
π᾿ (Οπίχ) --- [πο] 1 1 [ 
ος παοβ αρ «ρα ο ᾱ-ρνὸ 
| 1 1 
μ κα πτι, σαν ον ολ] Φ 


Παρατηροῦμεν ὅτι φΨχΕΒ διάφορον τῶν ῥΡ:,β»,...,βν τὸ δεύτερον µέλος τῆς (2) 
εἶναι ἀρνητικόν. 

Ἑπομένως καὶ π᾿ ΟΟπ) ---ἴπ ο] «0 ΨχεΕ διάφορον τῶν ῥι, ῥ», .-«, βν. 

Συνεπῶς δὲν ὑπάρχει χεΕ διὰ τὸ ὁποῖον τὸ πολυώνυµον [π'(κ)ῇ ---π(κπ΄ (κ) νὰ 
λαμβάνη τιμὴν 0 καὶ ἄρα οὐδεμίαν δέχεται πραγματικὴν λύσιν. Τὸ π(κ) καὶ τὸ 
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π΄ (8) π(χ) --- [π(α)] οὐδεμίαν ἔχουν κοινὴν ρίζαν. Διότι ἂν ρεξ οὕτως ὥστε π(ρ) -- 0: 
καὶ π΄ (ϱ).π(ϱ) --(π΄(ρ)] Ξ-- 0 θὰ ἦτο καὶ π΄(ϱ) - 0 καὶ τότε τὸ ρ θὰ ἠἦτο ρίζα τῆς πα- 
ραγώγου, τοι διπλῆ ρίζα τοῦ π(χ), ἄτοπον. 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 45. Θεωροῦμεν τὴν συνάρτησιν { παραγωγίσιμον εἰς τὴν θέσιν 
χΧΞ ξε-θ(Ι) καὶ μορφώνομεν τὴν συνάρτησιν Είχα) -- Η(9)!". Εὰν ἕ ρίζα τῆς {κ)Ξ0 
δείξατε ὅτι τὸ γινύµενον Γ(χ)Ε(α) ἀλλάσσει πρόσημµον εἰς µίαν περιοχὴν τοῦ σημείου ἕ. 


᾽Απάντησις. Θεωροῦμεν τὴν περιοχὴν [ξι, ξ] μὲ ξείξι, ἔ) καὶ {{ξ)-- 0 καὶ ὅτι 
δὲν ὑπάρχει ἅλλη ρίζα εἲς τὴν ἐν λόγῳ περιοχήν. 

Ἡ παράγωγος τῆς Ε εἶναι: Ε (κ) -- 24(«)Ε (0) καὶ προφανῶς: Ε΄(8) -- 2:(Ε):/(5) -- 0. 

Ἐπειδὴ ὑπάρχει ἡ παράγωγος τῆς Ε εἰς τὴν θέσιν χ Ξ ξε(ξι, ξ9), θὰ ὑπάρχη καὶ 
ἡ παράγωγος τῆς Ε εἰς τὴν θέσιν αὐτήν. 

Ὥστε ἡ Ε εἶναι συνεχὴς καὶ παραγῶγίσιμος εἲς τὴν θέσιν χ -- ξ. 

Θεωροῦμεν τώρα τὰ διαστήµατα ([δι, Ε] καὶ [ξ, ξ)]. Εἰς ἔκαστον τούτων ἡ Ε εἶναι 
συνεχὴς καὶ παραγωγίσιµος καὶ ἑπομένως κατὰ τὸ θεώρημα τῆς µέσης τιμῆς ὑπάρχει 
γιε(ξι, ϐ) οὕτως ὥστε: 

Ε(5) --- Ε(5ι) -- (ξ-- ΣΕ) μὲ ἔισγιςξ 
καὶ ὑπάρχει γοε(ξ, ἔ) οὕτως ὥστε: 
Ε(ξ) --- Ε(8) Ξ (ξε--- δΕ΄(9) μὲ ἔ-γιςξι 
᾽Αλλὰ Ε(ξ) Ξ 0 καὶ ἑπομένῶς : 
--Ε(ξι) τ- (ἕ --ΣΕ΄(η) μὲ ξι«γιςξ 
καὶ Ε(δ) Ξ (ξι---δΕ (1) μὲ ξγισξε 

᾿ΕἘπειδὴ Ε(κ) Ξ- [Π(9Β -- Ε(5250, Ε(ξ) 3590 καὶ ἑπομένως. Ἐ (γι) «0 καὶ Ε΄9250. 

Ἐπειδὴ ἡ παράγῶγος Ε (Χα) -- 24(0Ε/0) δὲν μηδενίζεται εἲς τὸ [ξ, ξι) καὶ γίνετοι 
ἀρνητικὴ διὰ Χ Ξ γι τοῦ διαστήµατος αὐτοῦ θἀ εἶναι ἀρνητικὴ νχείξι, ϐ) καὶ ὁμοίως 
θά εἶναι θετικἠ νχε(ξ, 2). Ἑπομένως τὸ γινόμενον ((κ)Γ΄(κ) ἀλλάσσει πρόσηµον εἲς µίαν 
περιοχὴν τοῦ σημείου ἕξ. 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 44. Εἰς τὴν διάθλασιν τοῦ φωτός, ἵνα τὸ φῶς µεταβῆ ἀπὸ κάποιο 
σημεῖον Α ἑνὸς ὁπτικοῦ μέσου (Ο1) εἰς ἕνα σημεῖον Β ἑνὸς ἄλλου ὑπτικοῦ μέσου (Ο)) 
ἀκολουθεῖ πορείαν τοῦ ἑλαχίστου δυνατοῦ χρόνου. 


᾿Απόδειξις. Ἔστω ὅτι ἡ ταχύτης τοῦ φωτὸς εἰς τὸ µέσον (Ο1) εἶναι νι καὶ εἰς τὸ 
μέσον (Ο09) εἶναι ν,. ᾿Εὰν (ε) ἡ διαχωριστικὴ ἐπιφάνεια τῶν δύο µέσων, ζητοῦμεν νὰ 


υ 


(8) 
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εὕρῶμεν διὰ ποίαν θέσιν τοῦ σημείου Ο ἐπὶ τῆς (6) ὁ χρόνος διαδρομής τοῦ φωτὸς ἀπὸ Α 
εἰς Ὦ εἶναι ἐλάχιστος. 
Ἔστω (ΓΟ) Ξκ καὶ (ΓΔ) -- λ, ὅτε (ΟΔ)Ξ-λ.--χ. 
Ἐὰν (ΑΓ) - α καὶ (ΒΔ) -Ξ β, ὁ χρόνος έ τῆς διαδρομῆς ἀπὸ Α εἰς Β θὰ εἶναι : 
- ΑΟ ιν 6ο. νωμ, νβ-κ) 
νι να νι . νο 
καὶ παρατηροῦμεν ὅτι ὃ χρόνος { εἶναι συνάρτησις τῆς μεταβλητῆς κ, ἤτοι { -- {(3). 
Ἡ παράγωγος εἶναι : 


ί -- [(σ) 


Χ 1 ος χσ-λι 


1 
(ο οἱ -- ἵπ --Ὅ-ᾱ |- -- --- 
ν. γα κ  ν γβς(λ--κ) 
Καὶ διὰ νὰ ἔχωμεν ἐλάχιστον πρέπει {΄(ς) --θ, δηλαδή : 


πω με ο δω 
γα γβ- κἩ 
(0) (ΔΟ) ἡημπ νι 
τοι: νο σας Ξν --» γρημπ Ξ- νιημὸ Ξ τε ο τς Ον 
ἤ 2 (ΑΟ) 1 (8Ο) οημ 1Ώ] ημδ νο 
.» ΠΑΡΑΔΕΙΠ ΜΑ 45. Θεωροῦμεν τὴν συνάρτησιν ἕ μὲ ἵ() -ᾱ .. Δείξατε ὅτι 
αὕτη ἔχει τρία σημεῖα καμπῆς κείµενα ἀπ᾿ εὐθείας. 
ς . : ὁ : ---χ" ---2κ -Εἰ Ἡ . 
Απάντησις. Ἡ πρὠτη παράγωγος εἶναι: (ο - οπως Νχεξ. Ἡ δευτέρα 


παράγωγος εἶναι : 
2χ5 --- 6χὲ ---- 6χ ----2 
αμ ῦβ 
Αἱ ρίζαι τὲς Ε΄ {9) -- 0 εἶναι χι -- 1, Χο -- --2--/3, χὸ ----2--ν3. 


Καταστρώνομεν τὸν ἀκόλουθον πίνακα : 


ω - 


π”-- --λ 3. --2 Εν 1 ο Ἔσο 
τὰ --- .. - Έτ 
Συµπερ. κοίλη Σ. Καμ. κυρτὴ Σ. Καμ. κοίλη Σ. Καμ. κυρτὴ 


Ὥστε ὑπάρχουν τρία σημεῖα καμπῆς τὰ 


Μι [--2--νθν- τι Μι (--2ν. εόπὴς Μα, 1). 


ΓΙ 
Ἡ ἐξίσωσις τῆς εὐθείας τῆς διερχοµένης διὰ τῶν Μ:, Μ. εἶναι : 
ὰ ο τέως τς α] 
Χ---(----- 3) σε 4 


εν ο οφ) (-55--ι) αντ] 


ποὺ εὐκόλως ἐπαληθεύεται ὅτι τὸ σημεῖον Μα(1, 1) κεῖται ἐπ᾽ αὐτῆς. 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 46. ᾿Εὰν ἡ μὲ πραγματικοὺς συντελεστὰς ἐξίσῶσις αοχ' |-σια'-ἵ--- 
Ἐ...--ανι Χ 0ἔχη θετικἠν ρίζαν ξ, τότε καὶ ἡ ἐξίσωῶσις ναρχ”'Ἱ--(ν ---1)αιχ' --... 
--ανι 5 0 ἔχει θετικὴν ρίζαν ξι «ξ. 


--. 48 κ- 


᾽Απάντησις. Οεωροῦμεν τὴν συνάρτησιν ἔ μὲ Γκ) 5 αχ’ -Γαιχ' Ἱ-ξ... Γαν-ιχ 
Αὔτη εἶναι συνεχἠς καὶ παραγωγίσιµος ΨΧΕΕ ἄρα καὶ ψχε[ο, ἔ]. 
᾿Ἐπὶ πλέον εἶναι {(0) -- ((8) -- 0. Ἑπομένως ἔχει ἐφαρμογὴν τὸ θεώρηµα τοῦ Εοῄο. 
Ἡ παράγωγος εἶναι : 
Ε (9) -- ναοχ” -Γ(ν -1λαμχ'-2--... Καν 
καὶ συνεπῶς ὑπάρχει ξιε(θ, ξ) οὕτως ὥστε: Γ”) -- 0. Ὥστε ὑπάρχει ρίζα ἔι«ἔ καὶ θε- 
τικὴ τῆς ἐξισώσεῶς ναρχ"-] Ε(ν --- Ιλαικὶ 2... Ἔανι Ξ- 0. 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 47. Ἐὰν χι, Χ,, ..., ΧνΕΒ εὕρετε τὸ ἐλάχιστον τῆς {(Χχ) Ξ- (Χ---χι): «Ε. 
(κ --χρ)” Ἐν. . (α---ᾱν)”. 
᾽Απάντησις. Ἡ πρώτη παράγωγος εἶναι : 
Γ/() -- 2(Χ --χι)--2(Χ ---χι)-ί-ι.. Ἔδ( ---Χν) 


Χα λρ νεο ἳ ἂν 
ν 


Ἡ ἑξίσωσις Ες) -- 0 ἔχει µοναδικἠν ρίζαν τὴν χ-- - 


Χι Χρ... Ἔχν 


Ἐπειδὴ ἡ ΓΕ (κ) -- 2ν50 ΨΧΕΒ, ἔπεται ὅτι ἡ Ε εἲς τὴν θέσιν χ- τή 


παρουσιάζει ἑλάχιστον, προφανῶς ἁπόλυτον. 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4δ. Δίδεται ἡ συνάρτησις { μὲ {χ) Ξ- χημ{]ορχ) καὶ «Ό(8) -- (0, - ο). 
Εὔρετε τὰ διαστήματα εἰς τὰ ὁποῖα ἡ { εἶναι κυρτὴ ἢ κοίλη καὶ τὰ σημεῖα καμπῆς. 


᾽Απάντησις. Ἔχομεν Γ{4) Ξ ημ(ορχ)-Εσυν(1ορχ) καὶ ἐς) - - [συν(1ομχ) ---- 


νο π 
--- ημ(1οβχ)] --- κ Ἡμ {ο --ιοεκ). 


κπγ--ᾱ- 
Ἡ Ε΄ - 0 ἔχει ρίζας τὰς χκΞε μὲ Κεζ. 


Ἐπειδὴ ἢ Ε΄ ἀλλάσσει πρόσηµον εἰς τὴν περιοχἠν ἑκάστου τῶν σημείων κκ, ἔπε- 
ται ὅτι εἲς τὰς θέσεις χκ ἔχομεν σημεῖον καμπῆς. 


Ἐπειδὴ (ο 0 ---»- πμ ἆ--- ουν) 0 ---- ημζιοςκ--ὖ) -«ϱ ---»- 


3 
-«-»- ο2κπ-- π«]ορχ --- « ««ΟΚπ (κεζ) 2Κπ-- τ «Ίορχς2Κκπ -- τ κ.» 
2νπ -- ᾱᾱ- ὄκκἘὰ ἔπεται ὅτι ἕκαστον διάστηµα τῆς μορφῆς: 
Ὁ 4 «χ«ε . ι 


ια - ιτ] ; 
ϐ .9 (μὲ Κεζ) ἡ Ε εἶναι κυρτή. Ὁμοίως εὑρίσκομεν, ὅτι Ε(κ)«0. 


... ὃς πο σ 5 τν ορ η - , 
εἲς ἕκαστον διάστηµα τῆς μορφῆς δα, τα ας Η ) καὶ ἡ Ε εἲς αὑτὰ εἶναι κοίλη. 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 49. Θεωροῦμεν τὴν συνάρτησιν { μὲ {(χ) - 29 Χ-- Ιορχ καὶ 
2(Ώ-ΞΞΝ'. 

α) Νὰ δειχθῆ, ὅτι ὑπάρχει ὀλάχιστον τῆς { 

β) Νὰ δειχθῆ, ὅτι {(κ) 0 ψχες” 


Ι 
}γ) Νὰ δειχθῆ ὅτι: 0 σ- αοο ο διδ κα 


να 
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| 
ὃ) Νἀὰ δειχθῆ ὅτι: ο. --» ϱ ὅταν χ --- --ο 


: «μι ν : με... ς : 
ϱ) Νὰ μελετηθῆ ἡ συνάρτησις { μὲ Πχ) Ξ στ καὶ νὰ γίνη γραφικἡὴ παράστασις 
αὐτῆς. 


᾽Απάντησις. α) Ἡ Ε εἶναι συνεχἠς καὶ παντοῦ ὠρισμένη ΨχεΕ΄. Ἡ παράγωγος 
τῆς ἓ εἶναι : 


1 1 νκ-{ 
ο σα πο ο ῥωρον- κ”, 
εω - ο. τς ος νχε 
Αί ρίζαι αὐτῆς εἶναι µόνον ἤ χ -- Ι. 
λ... 
Ἡ δευτέρα παράγωγος εἶναι: {ο -- -αἲ καὶ ἐπειδὴ (1) Ξ ν »0, ἡ 


εἰς τὴν θέσιν χ -- 1 παρουσιάζει ἐλάχιστον, τὸ ὁποῖον εἶναι τὸ {(4) -- 2. Επειδή {(50 
γΧ.Σ1 καὶ Γ(0 «0 νχ:θ«χς[, ἔπεται ὅτι Γ γνησίως αὔξουσα ἐν (1, -;-ο0) καὶ Ε γνη- 
σίώς φθίνουσα ἐν (0, 1) καὶ ἐπομένῶς τὸ εὑρεθὲν ἐλάχιστον εἶναι ἀπόλυτον. 

β) ᾿Αφοῦ ἴ(χ) Ξ 2 ψχεβ”, θά εἶναι προφανῶς καὶ {(α):50 ψχες”. 

Προφανῶς θά ἰσχύη καὶ ἦ ἀνισότης: 


2νκ- Ιορχὰ 2 ΨΧΕΒ". 


Ύ) ᾿Ἐπειδὴ διὰ κ.» εἴναι Ιορχ:50 θὰ ἔχωμεν ὅτι: 0 1ο ᾽Αλλά καὶ 2νχ-- 
Χ 
ἃ κ Γ ἰοσχ 2 . 
---1οξχ:50 καὶ ἐπομένως:θος πο « » ΥΧΕΕ :Χ7»Ι. 
κ Χ 
δὲ "Επειδή  διάνε-- «οδ εἶναι πι ο -Μθραμεκδη ὦ δι ο ο εΜή 
χ-ο» -οο νκχ Χ 


καὶ Ἰίπι 1ομχ 
χ.ο Χ 


Ξ-0. 


ε) Ἡ συνάρτησις [ι εἶναι παντοῦ ὠρισμένη γΨχεξ” καὶ συνεχἠς καὶ ἔχει παράγωγον: 
ἱ---] 
Γα(κ) -- ο ΨΧΕΕ’, 


Ἐπειδὴ Ε(χ) -- 0 ----- ἰοσχ -- { -«-»-- χ--ε, ἔπεται ὅτι διὰ 0«χ«ε εἶναι Γι) .»0 
καὶ διὰ κ.» εἶναι Ε1(χ)«.0. 


Ἐπὶ πλέον εἴναι : Ιπιξι(χ) -- 0 καὶ Ππιει(χ) τ- ---ο καὶ οἵ ἄξονες εἶναι ἀσύμπτωτοι 
κ. τ-οο κ.ν0 


αὐτῆς. 
ον μὲ τὸν ἄξονα τῶν κ εἰς τὸ σημεῖον χΞΞ- 1. Εἰς τοῦτο ἡ ἐφάπτομένη σχηµα- 
τίζει μὲ τὸν ἄξονα τῶν Χ γωνίαν 45”, διότι ἂν ὢ εἶναι ἢἡ γωνία τομῆς τῆς ἐφαπτομένης 
τοῦ διαγράµµατος εἰς τὴν θέσιν κ -- {, θὰ ἔχωμεν : 
εφω -- 04) --- εφὼ- 1 -ᾱ-- ὢ- 45". 
᾿ἘΕπειδὴ διὰ θ«χκ«ε ἡ [ γνησίως αὔξουσα ἐν (0, ϱ) καὶ διὰ χ-.6 ἡ { γνησίως φθί- 


νουσα ἓν (8, --οο), εἰς τὴν θέσιν χ -- ε ἔχομεν ἕνα ἀπόλυτον µέγιστον τὸ {Ε(8) -- αι 
6 


᾿Αφ᾽ ἑτέρου ἐπειδὴ Γ΄ (Χ) -- ο -. θά εἶναι: διὰ χ.»εγ/ο ἡ Ε κυρτή, διὰ 0«χκ«εγς 


ἡ Ε κοίλη καὶ εἰς τὸ σημεῖον κ -- ον/9 ἔχομεν σημεῖον καμπῆς. 
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Ἡ γραφικὴ παράἁστασις εἶναι ἡ ἀκόλουθος: . 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 50. Θεωροῦμεν τὴν συνάρτησιν { μὲ τύπον: 
χΣ---4χ--4 
(ω-σποο  απο 
χ 

α) Νὰ εὑρεθῇ ἡ ἐξίσωσις τῆς ἑφαπτομένης εὐθείας τοῦ διαγράµµατος τῆς { εἰς τὸ 
σημεῖον χο 5 0. 

β) Νὰ εὑρεθοῦν αἱ συντεταγµμέναι τῶν σημείων ἐπαφῆς τῶν ἐφαπτομένων εὐθειῶν 
τοῦ διαγράµµατος τῆς { τῶν διερχοµένων διὰ τῆς ἀρχῆς τῶν συντεταγμένων. 


Υ) Ἐὰν φ τὸ µέτρον μιᾶς ὀξείας γωνίας εἰς μοίρας καὶ τεθῆ χι « 2σουν:φ, κληθῆ 
δὲ {α)) ἡ τιμὴ τῆς { εἲς τὸ χι νὰ ὑπολογισθῆ ἡ φ ὃν Εχι) Ξ 9. 


᾽Απάντησις. α) Ὁ τύπος τῆς Εἓ γράφεται : 
-. 22 2 
(ο-- 6 ο . (1 ---ᾱ-) μὲ Φ(ῦ --Κ- (0). 
Ἡ παράγωγος τῆς Ε εἶναι : 
ν 2 2 }' 2 Σὃ} 4 2 
ο ο ο ντ ον ο) 
νχε2(θ--- (6). 


Κατόπιν τούτου ἡ ἐξίσωσις τῆς ἐφαπτομένης εἰς τὸ σημεῖον χο 5 0 τοῦ διαγράµ- 
κατος τῆς { θὰ εἶναι : 


Υ-- (κο) π- { (ο { --- χο) 
--ο) τὰ ὃ-4λκω 


ελ ν 


β) Αἱ συντεταγµέναι τῶν σημείων ἐπαφῆς τῶν ἐφαπτομένων εὐθειῶν τοῦ διαγράµ- 
µατος τῆς ἔ, τῶν διερχοµένων διὰ τῆς ἀρχῆς τῶν συντεταγμένων θἀ εὑρεθοῦν τῇ βοηθείᾳ 
τῶν ριζῶν τῆς ἐξισώσεως (2) (ι -- ὦ) (ι --- α.) Ξ0, ἀφοῦ ἡ ἀρχὴ Ο (0, ϐ) θὰ πρέ- 

0 


0 
πει νὰ εἶναι σημεῖον τῆς (1). Ἔκ τῆς ἐξισώσεως θὰ ἔχωώμεν τὰς τειμηµένας τῶν σημείων 


ο 


ἑπαφῆς, Εὐὑρίσκομεν Χρ -- 2 καὶ Χο -- 6. Ἐὰν Χρ 2, τότε γρς- 0 καὶ ἐπομένως ὁ ἄξων 


ἀ α ἳ ὃν ον ο πο α να, 4 2] 
τῶν χ-εἶναι µία τῶν ἐφαπτομένων εὐθειῶν. Διὰ Χρ -- 6 εὑρίσκομεν: νι -- τον ο. ς) 
4 ϱ νωμα . ἃ, : ν : 
ο στος ον Ὥστε τὰ σημεῖα ἐπαφῆς Ρι, Ρ, ὄχουν συντεταγµένας ἀντιστοίχῶς Ῥι(2, 0) 


καὶ Ρ, (6 5 ) Τὸ νο προκύπτει καὶ ἀπὸ τὴν ν -- ( --- Ξ }’ 


2 1 3 
γ) ᾿Ἐπειδὴ ἴ(χι--θξ-ψι, ἓκ τῆς γ- (1 ---ς») λαμβάνομεν 9 -- [ι-- 


2συν;φ) 


Ξεφ!ῳ -- ερῖῳ -- 3-- εφφ-- ν3 -- ϕ-- 600. 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 51. Θεωροῦμεν τὴν ἐξίσωσιν {(α) Ξ- (1 -- χΏν μὲ νεΝ. Δείξατε 
ὅτι ἡ ἐξίσωσις Ε(9(κ) -Ξ ϐ ἔχει πάσας τὰς ρίζας ἓν Ε καὲ εἰς τὸ διάστηµα (---ἲ, 1). 


᾽Απάντησις, Ἡ ἐξίσῶσις Γκ) Ξ 0 ἔχει προφανῶς ρίζας τὰς χι -- --ἶ καὶ Σχ, -- --ἶ 
καὶ ἑκάστην πολλαπλότητος ν. 

Ἡ παράγωγος τῆς { εἶναι {ο -- ν(! --χ2)ντ(---2χ) καὶ ἡ ἐξίσωσις Γ(1) -- 0 ἕ- 
χει ρίζας τὰς χι « --ἰ καὶ Χο -- --ἶ ἑκάστην πολλαπλότητος ν--- 1 καὶ ἀκόμη καὶ τὴν 
ρίζαν ἕ -- 0, ὅπου --ἰ-«0-«1, 

Τὸ ὅτι ὑπάρχει ρίζα τῆς Ε’ εἰς τὸ (---ἴ, 1) δυνάµεθα νὰ φθάσωμεν καὶ ὡς ἑξῆς (χῶ- 
ρὶς ὅμως νὰ γνωρίζωµεν τὴν τιμὴν αὐτῆς τῆς ρίζης). 

Πράγματι ἀφοῦ ἡ Ε εἶναι συνεχἠς καὶ παραγωγίσιµος ψχεξ καὶ {(--!) Ξ- 41) Ξ0 
κατὰ τὸ θεώρημα τοῦ Εοῖΐε ὑπάρχει ξεί---], 1) οὕτως ὥστε ΓΕ) -- 0. 

Επομένως αἱ ρίζαι τῆς {’ εἶναι αἱ ---ἶ, ξ, ἰ μὲ ---ἰ-εἕ« 1 καὶ μὲ τὰς ---ἲ, { εἰς πολ- 
λαπλότητα ν --- Ι. ᾽Αφοῦ τώρα ἡ Ε’ εἶναι συνεχἠς καὶ παραγωγίσιµος ψχεξ καὶ [--1) -- 
(4) Ξ- Ε(8) -- 0 ἔπεται ὅτι θὰ εἶναι συνεχἠς καὶ παραγωγίσιµος καὶ εἰς ἕκαστον τῶν 
διαστηµότων {[---Ι, ἔ] καὶ [ξ, -Ι-ἴΙ, ἄρα ὑπάρχει ξιεί---ἰ, Ἑ) καὶ ξεε(ξ, Ι) οὕτως ὥστε νὰ 
ἰσχύουν : Ε’'(ἔ) -- 0 καὶ ΓΕ’ (ξο) Ξ- 0, ἐνῷ ἡ Ε”' ἔχει τὰς ρίζας ---Ι, --ἰ μὲ πολλαπλότητα 
ν---2, Συνεπῶς ἣ Ε΄ ἔχει ὡς ρίζας τὰς ---ἴ, ἒι, ἔο, ἵ μὲ βαθμὸν πολλαπλότητος (ν ---2), 
τὰς ---ἲ, 1 καὶ τὰς ἄλλας μὲ βαθμὸν πολλαπλότητος 1, ἤτοι ν---2-ν--2--1-ςἶ -- 2ν--- 
--2 -- μὲ τὸν βαθμὸν τῆς ΕΡ’’. 

Διὰ τοῦ ἰδίου συλλογισμοῦ φθάνοµεν ἡ ((κ)--0 θὰ ἔχῃ πάσας τὸς ρίζας πραγµα- 
πικάς καὶ κειµένας εἰς τὸ διάστηµα (---ἲ, Ι), ἐνῶ ἡ Ε-Ώ)()Ξ0 θὰ ἔχη καὶ τὰς ρίζας ---ἶ, 1 
μὲ πολλαπλότητα 1 καὶ ὅλας τὰς ἄλλας ρίζας της ποὺ εἶναι ν ---ἶ τὸ πλῆθος. (ἀφοῦ 
αὐτὴ εἶναι βαθμοῦ ν--!) εἰς τὸ διόστηµα (---Ι, 1). Αὐτὸ σηµαίνει ὅτι ἡ Γ0)(χ) -- 0 βαθμοῦ 
ν ἔχει ὅλας τὰς ρίζας ἐν (--!, 1). 


.... 


καὶ 
Ί--χ 


1 
ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 52. Θεωροῦμεν τὴν συνάρτησιν ἕ μὲ {τ)Ξ .α 1ος 
26) - (0,1). 
1) Νὰ μελετηθή ἡ {. 
2) Νὰ ἀποδειχθῆ ὅτι ἡ { ἐπὶ τοῦ (0) ἔχει ἀντίστροφον, {-1 


8) Ἐὰν α, βεξ μὲ θσας1 καὶ θς β.ς 1 καὶ τεθῇ τος 


δείξατε ὅτι 
Ἔαβ 5 


θςΞ}γς 1 καὶ ὅτι {(Υ) Ξ- {(α) --Ι(β). 
4) ᾿Ακολούθως νὰ δειχθῆ ὅτι διὰ κάθε ζεῦγος θετικῶν ἀριθμῶν ἔι, ξε ἰσχύει : 


ρ κα ΤΕ) ΕΤ 1(ξρ) 
Γ-1(ι--ξε) Ξ 1 (ΕΙ (Ε)΄ 
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᾽Απάντησις. 1) Ἔχομεν δεδοµένον «(Ε) -- [0, 1) καὶ ἡᾗ Ε εἶναι συνεχὴς καὶ παραγῶ- 


τα καὶ ἑπομένως Ε(α)0 νχεζ(ῦ. 


Επειδή ἰπι{(χ) -- --ο0 ἔχομεν τὸν ἀκόλουθον πίνακα, 


γίσιµος ψχε2(Ε). Ἡ παράγωγος εἶναι ἔ) -- 


χ.»1--0 
χ |0 ! 
Γ΄ 1 . --- ο 


Γ [ο - "πάς -α 


Εἶναι εὔκολον νὰ παρατηρήσωμεν ὅτι ἡ ἐφαπτομένη τοῦ διαγράµµατος τῆς Ε εἰς 
τὴν ἀρχὴν συμπίπτει μὲ τὴν πρώτην διχοτόµον. 

᾿Ακόμη εἶναι εὔκολον νὰ δείξωµεν ὅτι εἰς τὸ )(Γ) τὸ διάγραµµα τῆς { κεῖται κάτω 
τῆς ἐφαπτομένης. 

᾿Αρκεῖ νὰ δειχθῆ ὅτι [(Χ)δκ νχεὈ(Ώ, Πράγματι ἂν φ(χ) -- Ε(χ) ---κ τότε φ΄(α) - 

1 5 ., 4 ο 

εξ (χ)- Ι -- πα -- Γρ καὶ φ΄(0) Ξ 0 καὶ φ( 50 νχεθί(ῦ. 

Εἶναι συνεπῶς ἡ Φφ γνησίως αὔξουσα ἐπὶ τοῦ 4θ(Ρ) καὶ ἐπειδὴ φ(θ) -- 0 καὶ 


Ππιφί(χ) -- --οο θὰ εἶναι : Ε(Χ) --κ;»0 σχεθ(Γ) --- (0), ἤτοι ((κ)τδχ. 
α.ν1-0 


Τὸ διάγραµµα τῆς Ε{ εἶναι τὸ τοῦ κάτωθι σχήματος. 


2) ᾿Ἐπειδὴ ἡ Ε εἶναι µονότονος καὶ γνησίως αὔξουσα ἐπὶ τοῦ «({), μὲ τιμὰς ἐν 
[0, -- «ο), ἔπεται ὅτι ὑπάρχει ἡ ἀντίστροφος αὐτῆς Γ-1 καὶ εἶναι γνησίῶς µονότονος καὶ 
αὔξουσα εἰς τὸ [0, -|-ο0) καὶ μὲ τιμὰς ἓν [0, 1). Αύτη εἶναι συμμετρικἡ τῆς { ὡς πρὸς 
τὴν πρώτην διχοτόµον. 

Ἐὰν τεθῆ Γ(κ) Ξ Υ, τότε κ -- Γ-1(ν) καὶ θἀ ἔχωμεν: 

1 1 -χ 1 -χ ν ο η 
ΥΞ 2 Ιος αν εως Ξ:θιν καὶ χ- ΓΙ Ι(Υ) - πα Τ 
Καὶ δι᾽ ἐναλλαγῆς τῶν μεταβλητῶν: 


αὖς. 1 
Γ(ς -- τπητι Ξ-Υ μὲ 2171) -- [0, ἠ-οϱ) καὶ Ε({:}) -- [0, 1). 


-- δε - 


3) Ἐπειδὴ θξα«1 καὶ θξβ«|ἱ ἀρκεῖ νά δειχθῆ ὅτι : 


ος Ι 
11-αβ 
τὸ ὁποῖον ἀποδεικνύεται ἁπλούστατα. 
ρ Ι ια 1 1.β Ι 1 -α 1 1β 
.. Ξ-- ο 4ς ο [ου ας -μρθ ς ----τοκν } Ξς 
Εχοµμεν [ία)-Ι-(β) 2 Ιου λα, | 2 Ίου --β 2 1ος { -- τμ) 
Ι 1 --α --βή-αβ Ι 1 -ΓΥ 
οὃ δικα μκωμ μι ὃν μῶ 
2 Ιου 1--α--β--αβ ολλ αν, Ι--- σ) 


4) 'Ἐὰν (ἒι, ξν) ἕνα ζεῦγος θετικῶν ἀριθμῶν, ἐπειδὴ ἡ { εἶναι ὡρισμένη καὶ συνε- 
χἠὴς εἰς [0, 1) καὶ γνησίως αὔξουσα ἀπὸ 0 ἕως -{Γω, ἔπεται ὅτι ὑπάρχει ἕνας, καὶ µό- 
νον ἕνας, πραγματικὸς ἀριθμὸς ας[θ, 1) καὶ ἕνας, καὶ µόνον ἕνας, πραγματικὸς ἀὁρι- 
θμὸς βε[θ, 1) οὕτως ὥστε [ία) -- ἔι καὶ [(β) -- ξ, καὶ δυνάµει τοῦ (3) θά ἔχωμεν: 

α--β 
ἔνγξν (ΟΦ ΠΠ οϱ) 
᾿ΕἘπειδὴ ἡ Ε εἰς τὸ [0, 1) ἔχει ἀντίστροφον τήν ΕΙ θά ἔχωμεν: αξ- εξ) καὶ 


β -- Γ-1(ξ) καὶ μα Ξ- [-1(ξι Γρ). 


Συνεπῶς : 
Επί) ΕΕ (Εν) 
ι ΕΕ Εα(Ε1)ΗΓ1(Ε)) 
Τὴν σχέσιν δυνάµεθα νὰ εὔρωμεν καὶ ἀπὸ τὸν τύπον: 


[π (ξι-] δν) Ξ- 


κ 1] 


1 νο Ένας 
: ϱ οἳτ-ι-ἰ 


διὰ κ -- ξι--ξ., κ Ξ- ἕι, κ Ξ- ξ, ἐκτελοῦντες τὰς σχετικὰς πράξεις. 


ΠΑΡΑΛΕΙΙ ΜΑ 53. Θεωροῦμεν τὴν συνάρτησιν { συνεχῆ καὶ διὰ τὴν ὁποίαν ἰσχύει 
ἔακ κ΄) ΓΕχ -- χ) Ξ 2((κ)ί(κ) (3) διὰ κάθε ζεῦγος πραγματικῶν ἀριθμῶν κ, κ’. 

α) Εὔρετε ὅλας τὰς σταθερὰς συναρτήσεις { αἱ ὁποῖαι πληροῦν τὴν (1). 

β) Εὔρετε ἐκ τοῦ τύπου τῆς (1) ἕνα παράδειγµα μὴ σταθερᾶς συναρτήσεως ἡ ὑποία 
νὰ πληρή τὴν (1). 

Υ) ᾽Αποδείξατε ὅτι ἡ ἕ εἶναι ἀἁρτία καὶ ὅτι {(0) -- 1. 

ὃ) Ἐὰν ἡ {α) -- 0 ἔχη ρίζας πραγματικὰς καὶ α ἡ μικροτέρα θετικὴ ρίζα αὐτῆς, 
δείξατε ὅτι τὸ διάγραµµα Γι τῆς Ε ἔχει κέντρον συμμετρίας τὸ σημεῖον Μία, 0). 

ϱ) Δείξατε ὅτι ἡ { ὑπὸ τὰς προὐποθέσεις αὗτας εἶναι περιοδική, καὶ 

στ) Ἐὰν ἡ { ἔχη πρὠτην παράγώγον, θὰ ἔχωμεν : 

ε (κ) -- ---ἕ'(α)ίίχ --α) 


καὶ ὅτι κατόπιν τούτου ἔχει διαδοχικὰς παραγώγους πάσης τάξεως. 


᾿᾽Απάντησις. α) ᾿Εστῶ Κ ἡ σταθερὰ τιμὴ τῆς } ΨΧΕΒ, τότε θά ἔχωμεν: Κ-ΓΚ -- 
Ξ 2Κ9,ἐξῆςκ-θ,κ --, Αἱζητούµεναι λοιπὸν συναρτήσεις εἶναι αἱ έ(Χ) -- 0 καὶ {(κ)ΞΙ. 
β) Ἐπειδὴ ἡ { ἔχει τὴν μορφὴν τοῦ συνί(ά--β) -ἰ- συνία --- β) «- 2συνασυνβ να, 
ΝΡΕΕ, ἔπεται ὅτι ἡ συνάρτησις {(Χ) -- συνχ μὴ σταθερἀὰ πληροῖ τὴν συνθήκην (1). 
γ) ᾿Ἐπειδὴ ἡ (/) εἶναι ἰσχυρὰ ΣΧ, νχ΄ΕεξΕ θἀ ἰσχύη καὶ διὰ χ΄-- 0 καὶ ΨΧΕΕ, ἤτοι: 
2{(κ) -- 2080) φχεΕς. --»  2ί(κ) Π(0)---1] -- 0 


οσα -- 


καὶ ἡ Ε δὲν εἶναι µηδενικὴ ΨΧΕεΕ, ἔπεται ὅτι ὑπάρχει Χιεξ οὕτως ὥστε {(Χρ) 5: 0. Ἔπο- 
μένῶς {(0) -- 1, (Δεχόμεθα δηλαδὴ ὅτι δὲν εἶναι δι’ ὅλα τά κ, Επ) - 0 ἢ καὶ Εκ) -- 1). 

Κατόπιν τούτου παρατηροῦμεν ὅτι ἡ (1) διό χ -- 0 καὶ ψχ΄εΕ δίδει : Γκ’) -Γέ(--ακ)) -- 
Ξ- 2Η(Χχ’)((0) -- ἔ---χ') -- Γκ καὶ ἡ ἓ ἀρτία. 

ὃ) ᾿Επειδὴ α σέ 0 καὶ ρίζα τῆς Εἔίχ) Ξ- 0, θά εἶναι Εία) ΞΞ 0. 

Ἐκ τῆς (1) διὰ χ -- α λαμβάνομεν: 

{(α--χ΄)--Γία --χ΄) ξ- 2{(α)έα) νχεκ 

καὶ ἐπειδὴ {(α) -- 0 θὰ εἶναι : Ε(α-ι-χ’) Ξ- ---ἴ(α ---χ’) ,ἤτοι τὸ σημεῖον Μία, 0) εἶναι κέν- 
τρον συμμετρίας τῆς Ε. Πράγματι τὰ σημεῖα (α--χ’, {ία-σχ΄)| καὶ [α --- χ’, ἴ(α --- χ.] 
ἔχουν τετμηµένην τοῦ μέσου αὐτῶν τὴν αν ος απειωα κα καὶ τεταγµένην τὴν 


Γία --κ’)--Γ(α---χ’) ---ε(α---χ”) -((α---χ”) 
ποτ τ στονπἜν τ ν 
8) ᾿Ἐπειδὴ Γίχ--α)-είκ--ᾱ) -- 2((χ) Κα) Ξ 0 καὶ ἓκ ταύτης ὅτι: Γ(κ-γ2α)-γίς) -0 
καὶ ὅτι: Γχ--δα)--χ--α) Ξ 0 καὶ ὅτι: ἴχ--άα)--[(κ--2α) -- 0, ἔπεται ((χ--δα) -- --- 
5 Ε(κ--2α) -- Εκ) νχεΕ καὶ ἡ { εἶναι περιοδική, περιόδου 4α. 
στ) ᾽Αϕοῦ ἡ Γ ἔχει πρώτην παράγωγον ἔστω εἲς τὸ χρεΚ θά ἔχωμεν: 


Εκ) ς- πι Γ(0---Ε(κο) πκνοι Ε(Χρ-1-ε) --- εκ) μον Ε(κο-ε)--ί2α--- Χρ) 
χ-νχα Ἡ-- Χα ε-»θ 5 ε-»θ 8 
28 {α- 5) 1 (κια -- 5) 
διότι ἔί2α --- χο) -- --ἔκ) καὶ ἑπομένως Ε (κο) Ξ πι -- ------------------------ 


ε-νθ 5 


(διότι {(Κ)---ΕΙ(λ) Ξ κ.) Γ (3) ἂν χ-Γχ΄ -- κ καὶ χΧ---χ΄ -- λ). 
(ως) --Κ 


λ 
Ὥστε δε) -- ἡπι- Ὃὰ πα (χο---ᾱ νε } διότι. (2) -- 0 καὶ ἐπειδὴ 
ε-»0 2 


ἡ ἓ ὡς παραγῶγίσιµος εἶναι συνεχἠς θά ἔχωμεν : 


ὑπ (ω --α -- 5) Ξ- [χο --- α) 
Ἑπομένως: Ε΄ (κ) -- Ε (α)«Γ(αο --- α) 
Ἠτοι ἔ(α) Ξ Ε(Φεα--- α) νχεΕ 
᾽Αλλὰ Εκ --- α) Ξ- ία ---χ) ξ- ---“(χ-ί-α) καὶ τελικῶς 
Πο -- --(ω κα (2 


Ἐπειδὴ ἡ { εἶναι παραγῶγίσιµος ψχεΒ καὶ ἡ {ίχ--α) ἔχει παράγὠγον τὴν Γ΄ (χ--α) 
καὶ δυνόµει τῆς σχέσεως (2) θὰ ἔχωμεν : 


Γ(κ-γα) -- --ἕ(ωα«--σα) 
Ὥστε {ο -- --ἵ(ᾱ). (χα) -- [--«"(α))(χ-Ι-24) καὶ μὸ µαθηµατικὴν ἐπαγῶγήν 
Γὠ(κ) -- [--(α)] Τ(κ-γνα). 


Ἐπὶ πλέον ἰσχύει καὶ τὸ ὀκόλουθον : 
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Ἐὰν { (4) --ς, ἐπειδὴ {(χ--256) -- ---ἴ) θὰ ὄχωμεν : {0 Ξ οὗ. {(κ-Γ2α) -- ---οἵ(), 
ἥτοι : ι 
Γϱ-Γσό)Ξ0. 
ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 54. ᾽Αποδείξατε ὅτι τὸ ἀκέραιον πολυώνυµόν πί(χ) βαθμοῦ νεΝ 
εἶναι διαιρετὸν διὰ τῆς παραγώγου του ὅταν, καὶ µόνον ὅταν εἶναι τῆς μορφῆς ε(κ--ρ)'. 
(Συντελεσταὶ ἐν ΕΒ καὶ ρέΒ). 


᾽Απόδειξις. Προφανῶς, ἐάν πία) Ξ αίχ--- ϱ)’, θὰ ἔχωμεν π΄ο ξ- αρνίκ --- ϱ)'} 
καὶ ἄρα τὸ π΄(Χ) διαιρεῖ τὸ π(α). 

Ἔστω τώρα ὅτι εἶναι: π(χ) -- αρχ’--αια' Σ-.., αν ιχή-αν μὲ αρ -ὁ 0. Ἡ παρά- 
γωγος εἶναι : π΄() Ξ- αρνχ” 1 -αιίν ---1)Χ'-ἳ--... Ἔαν ι καὶ εἶναι πολυώνυµον βαθμοῦ ν-Ι. 

Ἐὰν τὸ π΄() διαιρῆ τὸ πχ), τότε τὸ ἀκέραιον πηλίκον τῆς διαιρέσεως π(κ) : π΄(α) 
θὰ εἶναι πολυώνυµον πρὠτου βαθμοῦ τῆς μορφῆς : Χ--Κκ(κεβ). 


Ἑπομένως θὰ ἔχωμεν τὴν ταυτότητα : 


1) πς κος χκ] Ξε π π΄() (κ--ϱ) ὅπου ἐτέθη χάριν ἁπλότητος Κ-- --- τν 


᾿Απὸ τὴν (1) λαμβάνομεν διὰ παραγωγίσεως τῶν μελῶν της : 
: { 1, 
πα) τν π ο (ας -- ϱ) ντο 


ἤτοι : πα) -- ο πο Ξ : π''() (Χ --- ϱ) 


ο ς - ν) Ξ πὼς--ρ) 


κ-- (ν--- υπ Επ (ο {α--ρ) 
Κατόπιν τούτου παρατηροῦμεν, ὅτι ἰσχύει : 
(νο ΞπΟ 90. ---ϱ) (2) 
ψλεΝ :λςν. 
Πράγματι ἂν ἰσχύη ἡ (2) καὶ παραγωγίσῶωμεν τὰ µέλη λαμβάνομεν: 


(ν-- πο πο ῴςα--ϱ πο) "1 
---- (ν--λ--- ποτ ϱ Ξπότόρρα-- ϱ) 
τοι ἰσχύει ΨλΕεΝ:Λλ Ξν. 
Ἐκ τῆς (2) τώρα λαμβάνομεν διαδοχικῶς : 


νπ(ς) -- π΄ο) {κ ---ϱ) 
(ο -- Απο πο κἁ--ϱ) 


| [ν ---(ν ---Ε)Ιπ ) -- π).{α --- ϱ) 

Ἐνῶ π(Ὀ(α) εἶναι µία σταθερά, ἀφοῦ τὸ πία) εἶναι βαθμοῦ ν. 

Πολλαπλαοσιάζοντες τὰς ἄνω σχέσεις κατὰ µέλη λαμβάνοµεν: 
192.41... νπ(Σ) Ξ οι(Χ --- ϱ)) 


ἤτοι: π(χ) -- τὰ (κ--- ϱ)’ --οίκ --- ϱ)”. 
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Ἔκ τῆς (2) προκύπτει καὶ τὸ ἀκόλουθον συμπέρασμα. Ἐ ἂν ἡ παράγωγος ἑνὸς ἀκε- 
ραίου πολυωνύμµου διαιρεῖ τὸ πολυώνυµον, τότε καὶ ἡ κόθε τάξεως παράγωγος αὐτοῦ 
διαιρεῖ τὴν ἀμέσως προηγουµένην παράγωγον αὐτοῦ. 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 55. Λίδεται ἡ συνάρτηῃσις { μέ: 


5. χᾶἂν χς3 
ο. 2χΧΣ ὃν χ.ν3 
Ποῖα τὰ ἀκρότατα αὐτῆς; 
᾽Απάντησις. Εάν χ«3 ἔχομεν Γ΄ (κ) -- --ἴ καὶ ἂν χ:»3 ἔχομεν Εκ) -- 4χ, ἐνῶ διὰ 


χΞ- 3 δὲν ὑπάρχει ἡ παράγωγος τῆς Ε. 

Παρατηροῦμεν ὅτι διὰ χ--3 εἶναι Ε(Χ) -- --ἰ«-0, ἐνῶ διὰ κ:»-2 εἶναι Ε’():50, ἤτοι 
εἰς τὴν περιοχἠν τοῦ σημείου 3 ἡ {Γ΄ ἀλλάσσει πρόσηµον καὶ ἡ { εἶναι φθίνουσα διὰ 
χ-«-3 καὶ αὔξουσα διὰ χ΄»3, ἐνῶ διἁ χ -- 3 εἶναι [(9) -- 2 καὶ συνεπῶς τὸ ἑλάχιστον αὐτῆς 
εἶναι τὸ 2 (ὀλικόν). 

Δώσατε γραφικὴν παράστασιν. 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 56. Λίδεται ἡ συνάρτησις ἕ μὲ ἴ(κ) Ξ (κ ---2)(2κ-Ε1).. Νὰ ἔξετα- 
σθῆ εἰς ποῖα διαστήµατα εἶναι µονύτονος. 


᾽Απάντησις. Ἔχομεν «(Β) - ΕΚ καὶ ἡ παράγῶώγος αὐτῆς εἶναι: Ε΄ (κ) 5 σ(κ--2)3 
Οκ-ε 1)1-Γδ(Χ ---2)1( χι 1) -- (κ---2)10χ--Ι)Τδ(2κ-- Ι)--δ(α ---2) (2κ--Ι)], νχε2(θ. Ἐ- 
πειδἠ οἱ δύο πρῶτοι παράγοντες εἶναι μὴ ἀρνητικοὶ καὶ ὁ τρίτος εἶναι (2χ-{1) (18κ --- 11), 
θὰ ἔχωμεν : 


! 
(20 νκε(--α,---) υ (1ς, -- 2) -- 6) καὶ «ο νχε[-- 2, | ) ἐνῶ 
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διὰ κο δε, µ "2ἡ Γς-ο0, 
Κατόπιν τούτου ἡ Γ γνησίώς αὔξουσα ψχε - : 5] καθὼς καὶ χε ζ-- τω. 2) υ 
(2, -- 0) καὶ Γ γνησίως φθίνουσα.γχε [--- . τς ). Ἐπειδὴ διὰ κ -- ο --θ εἶναι 
Ε(0935-0 καὶ διὰ χ -» --- : «0 εἶναι Ε (κ)««0 ἔπεται ὅτι εἲς τὴν θέσιν χ-- --- 2 ἡ 


ι : Ὀ να : Ι 
Γ παρουσιάζει τοπικὸν µέγιστον τὸ ὁποῖον εἶναι τὸ Ε ( ολο ) Ξ0. 


᾿Ἐπίσης ἐπειδὴ διὰ χ -» τη ---0 εἶναι Γ09 -«ϱ καὶ διὰ χ -- 1 «0 εἶναι Γο»0 
ο 


18 
1 

ἔπεται ὅτι ἡ { εἰς τὴν θέσιν κΞ - παρουσιάζει τοπικὸν ἐλάχιστον τὸ ὁποῖον εἶναι 

ο ας 

μ (τε) άμα τει 


Τέλος, διὰ χ -» 2---0 εἶναι {΄(κ) 50 καὶ διὰ κ --»- 2-0 εἶναι Γ(α).150, δηλαδὴ ἡ {’ 
δὲν ἀλλάσσει πρόσηµον, δὲν ἔχομεν ἐδῶ ἀκρότατον. Χρειαζόμεθα τὴν δευτέραν παρά- 
γῶγον. 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 57. Νὰ εὑρεθοῦν αἱ ὁριακαὶ τιμαὶ τῶν ἀκολουθιῶν : 


Ίορν | 


( 1 
α) αν νεΝ Ρα, -νΙοα ε--ν-) νεΝ 
ν ἱ ν 
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ν ν ν αι 
Υ) α-(να.νβ) : 


ν 
5 α, ΡΕΒ” δ) αν -- νν 
μὲ τὴν βοήθεια τῶν κανόνων τοῦ ἆθ !’ Ηορρίίαἰ. 


νεΝ, 


᾽Απάντησις. α) Διὰ τὸν προσδιορισμὸν τῆς ὁριακῆς τιμῆς τῆς αν νεΝ μελετῶμεν 
ᾱ ο ς ᾿ 1ορχ ο, . 
τὴν ὁριακὴν τιμὴν τῆς συναρτήσεως [(Σ) -- - . διὰ χ -- -Γοο, 


᾿Επειδὴ εἶναι Φ(Β) -- ΚΖ καὶ πληροῦνται ὅλαι αἱ προὐποθέσεις διά τὴν ἐφαρμογὴν 


τοῦ κανόνος τοῦ ἆε 1 Ηοσρίιαί ( εἶναι τοῦ τύπου ο ο) θὰ ἔχωμεν : 
Ισ ερ) -- πα ο δλις π 09). πι ᾗ- -ϱ, ἄρα {(ὰ) - 0 
ΣΧ.» -οο κ-ν ου Χ χ----οο  (Χ) αχ ντο ἅ 


ὅταν χ - οσο. 

Ἑπομένως διὰ κάθε ἀκολουθίαν Χν| νεΝ ἀπὸ τὸ ΚΖ μὲ Χν -» --οο ἡ ἄκολου- 
θία Γ(Χν) -- Οτοῦν -- -αο.'Εὰν ὡς ἀκολουθίαν λάβωμεν τὴν Χις ν μὲν -» --οο θὰ 
ἔχῶμεν ὅτι : 
1ορν 

ο 


ἔ(κν) Ξ- ) -- --0 ἂν ν -- --σο. Ὅστε ἄν -- 0. 


β) Ἐργαζόμεθα ὡς ἀνωτέρω: 
ᾧ : 1 πει 
Πρὸς τοῦτο θεωρῶμεν τὴν συνἀρτησιν [ μὲ Ε(Χ) -- οξ{ι .. . ) καὶ μὲ «Φί(8) -- 


αν κ) ο [κε] 


- ΕΣ. Θὰ ἔχωμεν: πι Γ (κ) -- ἥπι Π Τη 
χ-»-οο τ.»--οο δὰ ὃν χ-» Ι-οο ( ) 


1 1 
ο. 1) 53) 
κα Τῃι νο ο ν ο μα ς Ἔ ) .. Ι{ Εἶναι τὸ τοῦ τύπου 0 ) 


χ.ο Του ταν κ.» -οο 


Ἑπομένως καὶ αν -» 1. 


κ χ 
α -- 
Υγ) Θεῶροῦμεν τὴν συνάρτησιν Γ μὲ Γ(κ)-- (ας νρ) καὶ μὲ Φ(Γ) -Ξ Ε:. 


Ἔχομεν Ίίπι ἔ (κ) -- πι (ας νε) ς 


χ.ο  Χ-ν-Γοο 
8 ας, ϕ αν άμμος; ᾿ Α 4: ; 
Επειδή, ἂν τεθῆ ελ θά ἔχωμεν ὅτι ν -- 03-0 ἂν χ -- -οο, τὸ ἀνωτέρω 


ὅριον γίνεται : 


ο ἀἁ 1οµ ια τν ϱ) Ίνα ---ἱορ ας β) 
ο - ν ν ᾿ 2 
πι { 0) Ξ- πι (αν ΓβΥ) Ξ- Ἡτ ε 6 0-0 
π.--οο ν--»04-0 Ιω Υ---0-0 
ο 

1ο ωΓβΥ 1ο αν βΥ . 4] 

ος Ἑα το ο ὦσβν 2 : 

α ἨπΠι ----- Ξ5 ἵπι ----ρ--Ξ ἴπι α--πσ------ καὶ 


Υ-ν0.0 Ύ ν-»0-0 ο)’ ν-ν0--0 1 
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. γ ν΄ γα ΑΗ 1 
ἐπειδὴ (5 κ 5.) μα (5 } .. (ο) --- αμα -Ε - βΥΙΟΕΡ, θὰ ἔχωμεν τελικῶς : 
ο. 2/ ος 
1 1 1 
Ίομα -- -- Ιοµ β 5” Ι98 (αβ) 1 --- 
Πἰπιί() ὰξ ϱ2 2 -- ϱὗ πο. ος αβ λα, γ/αβ. 
Χο 1-σο 


Ἑπομένως καὶ αν --» ν΄αβ. 


κ 
δ) Αν θεωρήσωμεν τὴν συνάρτησιν Ε μὲ {(κ) --/κ μὲ Φ()) -- Κ”. 


ι 1 ναι ορ κ 
ώς. ' : --- : -- 1ος κ --- 
Θὰ ἔχωμεν Ιἰπιε(κ) -- πι χΧἩ Ξ- πι ϱἆ -.ρὖ Το Χ. «6-1, ἄρα 
κ-»ή-οο  Χ.»1]οο κ-ο. 0ο 
σαν -» Ἱ. 


ΠΛΡΑΔΕΙΙΓΜΑ 58. Θεωροῦμεν τὰς συναρτήσεις { καὶ {, μὲ ἀντιστοίχους παραγώ- 
γους Ει καὶ Εξ. διὰ κόθε χε - Φ(Π) Ω Φ(ω. ᾿Εὰν ψχε-Ἅ ἰσχύουν: 

α) Γήχ) Ξ- Γ) β) Γο(α) -- --- µία) γ) (9) -Ξ 0, Γ40)Ξ51 
Νὰ δειχθῆ ὅτι: 

1) ασ ή ῤα) -Ι νχεὂ 

2) Ἐὰν Ει καὶ Ε, καὶ ἕνα ἄλλο ζεῦγος συναρτήσεων μὲ τὰς αὐτὰς ἰδιότητας καὶ 
πεδίον ὁρισμοῦ, θὰ εἶναι: Ει(κ) Ξ- {1() καὶ (κ) ξξ ἔ(χ) νχε-. 


᾽Απόδειξις. Ἔστω φι(χ) -- Ε() καὶ φις) -- ---(κ) καὶ ψχε() ὑπάρχουν ἐξ ὕπο- 
θέσεως αἱ παράγὠγοι τῶν { καὶ {ο. 

Θὰ ἔχωμεν; φι(κ) -- 251000) καὶ φ΄ο(κ) ς- --2[(κ)Ι’(κ). καὶ ἐπειδὴ Γκ) -- Γ 1) 
καὶ Ε΄Α(Χ) -- ---ἕι(α) θὰ ἔχωμεν: φ΄ι(α) Ξ- 214). κ) καὶ Φφ΄ο(κ) -- 2{(κ).{109), ἤτοι σχε 
ἰσχύει: φι(κ) 5- φ᾽ο(κ) καὶ ἑπομένως αἱ ἀντίστοιχοι συναρτήσεις θὰ διαφέρουν κατὰ 
σταθεράν, ἤτοι: Φι(Χ) -- φι(Χ) Ξ- ο, ὁπότε: Εό(κ) --{α (κ) Ξς. ᾽Αλλὰ ἐξ ὑποθέσεως ὑπάρ- 
χει τὸ {0) καὶ 0) καὶ εἵναι Γ(0) -- 0, ἴκθ) -- Ι. 

Κατόπιν τούτου, ἡ προηγουµένη σχέσις γίνεται, διὰ χΞ0, {(0)-Εά(0) ο -» 
-.ς- |, ὁπότε: Ε (κ) εἰ - 1 νχεΌ. 

Ἔστω τώρα καὶ τὸ ζεῦγος τῶν συναρτήσεων Ει καὶ Ἐο μὲ Φ(Ει)!) Φ(Ε,) - 9. 

Διὰ τὰς συναρτήσεις αὐτὰς ἰσχύουν ἐξ ὑποθέσεως : 

Ε΄(κ) - Ε.(χ), Ε΄(κ) -- ---Ει() καὶ Ει(0) --0, Ε.(0) Ξ 1 
καὶ ἑπομένως θὰ ἰσχύη : Εί (κ) Εῤ(κ) - 1 πχκε 

Ἐπειδὴ θέλοµεν νὰ δείξωµεν, ὅτι: Ει(α) Ξ Πα) καὶ Ε,(κ) Ξ ἴο(κ) νχεθ) ἀρκεῖ νὰ 
δείξωµεν, ὅτι αἱ συναρτήσεις σι(κ) -- Ει(κ) ---ἔι() καὶ σι(χ) Ξ- Εο(κ) ---[ο(κ) λαμβάνουν 
νχε« σταθερὰν τιμὴν 0. Προφανῶς: σι(θ) -- Ει(0)---Πι(0) -- 0 καὶ σι(0) -- Ει(0)--ἔθ) -- 
Ξ1--- 1-0. Ἐπὶ πλέον ἰσχύουν : 

σ΄ι(κ) -- Ε΄ι(ς) ---ἔι(κ) Ξ- Εο(χ) ---- [α(κ) Ξ- σι(α) καὶ σ΄ο(κ) Ξ- Ε΄(Χ) ---ἔ-κκ) -- 
Ξ- --- Εις) Γ{1(8) τ- ----σι(κ) 

ἙἘπομένως διά τὰς συναρτήσεις; σι(χ) καὶ σι(κ) θὰ ἰσχύη: σι(κ)-Γ-σό(κ) -- ο καὶ 

διὰ χ -- 0 σι(0)--σι(0) --ο6-.6 0 καὶ ἄρα: σι (κ)--σε) - 0 ψχεΆ. Τοῦτο σηµαίνει : 


σι(κ) Ξ0 καὶ σ.κ)Ξ0, νχεὈ. 
Ὥστε: Εικ) Ξ8 Εικ) καὶ Ε,() Ξ Για) νχε2. 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 59. Λείξατε ὕτι ή ἐξίσωσις ο --- πι(κ) Ξ 0, ὅπου πι(κ) ἀκέρσιον 
πολυώνυµον βαθμοῦ ν ἔχει τὸ πολὺ ν-ΕΙ πραγματικᾶς λύσεις. 
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᾽Απάντησις. Ἔστω ἡ ἑξίσωσις οἳ --- πο(χ) Ξ- 0 (ὅπου πι(χ) Ξς µία σταθερά, ν -- 0. 
Ἡ ὀξίσωσις αὐτὴ ἔχει τὸ πολὺ µίαν πραγµατικήν. Πράγματι ἂν εἶχε δύο πραγματικὰς 
ρίζας, τὀτε ἡ παράγωγος τῆς οἵ--ο θά εἶχε τουλάχιστον µίαν ρίζαν πραγµατικήν. Ἡ 
παράγῶγος ὅμως εἶναι εἳ καὶ ἡ ἐξίσωσις οἵ -- 0 οὐδεμίαν λύσιν δέχεται. 

Ὁμοίως ἡ ἐξίσωῶσις οαἳ --- πι(κ) -- 0, ὅπου πι(«) Ξ- αχ--β (πρώτου βαθμοῦ) ἔχει τὸ 
πολὺ δύο ρίζας πραγµατικάς, διότι ὃν εἶχε τρεῖς ρίζας πραγματικὰς ἡ παράγωγος τῆς 
ϱἳ --- πι(χ) θὰ εἶχε τουλάχιστον 2 ρίζας πραγµατικάς. Ἡ παράγωγος ὅμως αὐτῆς εἶναι 
ε--α καὶ ὅπως εἴδωμεν αὐτὴ ἔχει τὸ πολὺ µίαν ρίζαν πραγµατικήν. Ἂρα ἡ οἵ--πι(χ)Ξ-0 
Έχει τὸ πολὺ δύο ρίζας ἐν ΕΚ. 

Ἐὰν δεχθῶμεν ὅτι ἦ ϱἳ ---πν.ι(κ) -- 0 ἔχει τὸ πολὺ ν ρίζας πραγµατικάς, τότε ἢ 
ϱἳ ---πι(α) -- 0 θὰ ἔχη τὸ πολὺ ν--] ρίζας πραγµατικάς. Πράγματι ἂν αὕτη εἶχε ν--2 
ρίζας ἐν Β, τότε ἡ παράγωγος τῆς εἴ--πι(κ), ἡ ὁποία εἶναι οἳ --- π᾽.(χ), δηλαδὴ τῆς µορ- 
φῆς ϱὔ ---πν ι(Χ) θὰ εἶχε τουλάχιστον ν-Γ1 ρίζας ἓν Β, ἐνῷ ἔχει τὸ πολὺ ν ρίζας ἐν Ε, 
ἄτοπον, ἄρο ἡ εἴ --- πι(κ) Ξ- 0 ἔχει τὸ πολὺ ν-|-ἰ ρίζας ἓν Ε. 


ΠΑΡΑΔΕΙ ΜΑ 60. Νὰ προσδιορισθοῦν αἴ ἀσύμπτωτοι τῶν ἀκολούθων συναρτήσεων: 
1 


Ἆχ 1 ἡ 
ασε. κ. - 
α) {ζ0)”- χε ο ( ο-- ος) 
5 ημκ 
ὢ ο ν 1 χὴ - 2κ δ Όττο Ἐκ 
᾽Απάντησις. α) Γνωρίζοµεν, ὅτι πι εως ακα. Κατόπιν τούτου θὰ ἔχωμεν: 
χ.»Γρο Χ 
πο 1 
Ππι(ς) τ- πικ οϱἳ -- ος (ὡς προκύπτει εὐκόλως ἄν τεθῆ χ -- 2). 


Χ-»0--0 κχ-»θ--θο 
Ἑπομένως ὑπάρχει ἡ κατακόρυφος ἀσύμπτῶωτος χΞ 0. 
Διά τὰς πλαγίους ἀσυμπτώτους ἔχομεν νὰ προσδιορίσωμεν τά: 
πι δι α καὶ Πας) --ᾱκ) --β 
Χ-»Ἴοου Χ κ.» Ἔθο 


καὶ ἐφ᾽ ὅσον αὐτὰ ὑπάρχουν ἡ εὐθεῖα Υ -- αχ--β εἶναι πλαγία ἀσύμπτωτος. 


Ἔχομεν: αξ Ιἰπὶ ω. πι ϱὗ 90 -- 1, 
κ.» Ἔρο Χ κ.» Ἔοο 
Ἱ 
, ο --Ι 
Ἐπίσης ἔχομεν: βξ πι ΜΜ οκ) πι ες, ἩΝ Ξ- 1 (διότι ὡς γνω- 
κ.» Του χ-» ου ο. 


στὸν πιο ο ἆ-- 1 μὲ ο -- ας) 
χ»νο ὁ Χ 
Ὥστε ἢ εὐθεῖα Υ Ξ- χ-Ι-1 εἶναι µία πλαγία ἀσύμπτωτος. 


1 


Ἐάν χ -- 0---0, τότε Ἱίπικ εξ -06. 
κπ-νθ--ὐ 


ο : 1 
β) Κατ’ ἀρχὴν παρατηροῦμεν, ὅτι πρέπει ε-- κ. 3»0 -«--- Σ(2εχ---1) 0 ----- 


ϱ ἡ : 
κκθὶ κας 
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36) ᾿ 
Ἐὰν λοιπὸν ὑπάρχουν κατακόρυφοι ἀσύμπτωτοι θὰ ὑπάρχουν εἷς τὰ πεπερασμένα 


Ἑπομένως ἡ συνάρτησις { εἶναι συνεχὴς σχε-Φ(Β), ὅπου Φ(Γ)--(---οο, 0) |) ( 8 ΓΕ 9) 


ὃ : ρα, . ὠ : ισα 1 
φράγματα τοῦ πεδίου ὁρισμοῦ της, ἤτοι διὰ χ -» 0---0 καὶ διὰ χ -- . 3-0. 


, ο η 3 1 ας ο ς 

Έχομεν πι [(χ) -- Ἠπι ας 1ου ὔν σ--- } Ξ- 0 (διότι ὃν ὦ -- --- 1 καὶ χ -»- 
χ-νθ--0 χ-»0--0 2 Ν ὰχ / 3χ 

-0--0 «- ὁ -- πο καὶ συνεπῶς  Ἱίπι 3κ (ε-- Ἡ ) πας Ηπι]ορ ας. -0 
χ--0---0 2 3χ ὦ-νήο 

Κατόπιν αὐτοῦ ἡ εὐθεῖα χ -- 0 δὲν εἴναι κατακόρυφος ἀσύμπτωτος. 

νο : η. . 

Ἐπίσης Ιπι [) -- - Ἱαικ]ορ ίο--- πο) ε----ορ, ποὺ σηµαίνει, ὅτι εὐθεῖα 
Χ--δ» ἄς 0 ” Ν - 


Εν ας : : ψ. 
χ Ξ 1ᾳ εἶναι µια κατακορυφος ασυμπτῶώτος. 


Διὰ τὰς πλαγίας ἀσυμπτώτους ἔχομεν : 
α-- Ιϊπι ω «εξ 3 Ηπι]ορ (ο-- α ) α-ξ 3 
Χ 


Χ-»Ἴ-οο Χ Χ-» -- οο ῶ 


| 


3 Ι 3 πε (ι-- : ) 
β -- Ηπι[[(κ)---αχ) πι χ [τος (ο -- ας) ε- Ἱ .. Ἠπι ο .ν τς 


Χ-ν ορ 2 Χ.» πμ 9ο χ-ν τοο 1 
Χ 
3 ( 1 η ρε ας 3χ ] : Ὃ ας 
ο [-- ες » ὁπότε ἡ εὐθεῖα ν -- κ --- εἶναι µία πλαγία ἀσύμπτωτος. 
2 3 ) 29 Ἡ ωνως αμα 


Υ) ᾿Ἐπειδὴ ἡ συνάρτησις Ε εἶναι συνεχἠς ΨΧΕΕ, ἔπεται ὅτι δὲν ὑπάρχουν κατακό- 
ρυφοι ἀσύμπτωτοι. 
Θὰ ἐξετάσωμεν ἂν ὑπάρχουν πλάγιαι ἀσύμπτωτοι ,δηλαδἡ ἂν ὑπάρχουν διὰ χ -» --οο 


άν προς νι ο κ ῶκκωναυς ας οι μθτα, α  Ἀνμ 
Χ-» ο ἃ Χ--- Ἱ- ο χ.ντἜἛο Χ 
Ξ- α΄ καὶ Ἰπι ({(χ) --- αχ) Ξ-- β΄, 
απ-ν ο 
ιο 
Σα 2 
ερ νς ο δ Μις πα Να -ὅκμ 
χ-»οο Χ χ-»-οο χ χ.» Ἴοο 1 
καὶ Ίἶπι [ο- Αχ] -- πι (ΥΓ κὸ- κ): πι : οκ Εποβθνως µία 
χ-» -οο Χ-»-οο χ.»Ἔοο 3/1 --χΣ -|- κ 
πλαγία ἀσύμπτωτος εἶναι ἡ εὐθεῖα Υ -- 3χ. 
-Ἱ 
--- κι γιο «Ε 1 Εκ 
Ἐπίσης  Ιἴπι [σ. πι κ πώ ομᾱ πα αμα ος αν ας 
Χ.»--ρο Χ Χ..----οο Χ Χ---οο Χ 
| ο 5. 
ἴπι (ο γ ιο) ια καὶ Ππι[α) --χ]-- πι (ν1 κ Εκ) -- 
Χ.---ο Χ κ” / κ-»--οο κ-ν--οο 
--. πι ο ιας ϱ (ἀφοῦ ν1 -μχΣ 0 καὶ --κ--0). 


κα. ας 
κ----οο {1 υχΣ---χ 


Ὥστε καὶ ἡ εὐθεῖα Υ -- χ εἶναι µία πλαγία ἄσύμπτωτος. 
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δ) Εἶναι φανερὀν, ὅτι δὲν ὑπάρχουν κατακόρυφοι ἀσύμπτώτοι οὔτε ὁριζόντιοι. 
"Ας ἐξετάσωμεν ἂν ὑπάρχουν πλάγιοι τοιαῦται. 


Ἐὐρίσκομεν τὸ ἸΙίπι 1 Ξ-α καὶ Ππι [(Χ)---αχ) Ξ- β. 
χ.ο Χ κ-»-]-οο 
Ἔχομεν: πι φ μα ῃ (ι ἄν ε.α ημχ } Ξ 1 -- α καὶ Ιπι [ί(ς) --κ) -- 
Χο Χ Χ.ντουλ Χ Σχ / χι Ἴ-οο 


- π ΙΗΧ 


Ξ0--β καὶ ἡ Υ --κ εἶναι µίᾳ πλαγία ἀσύμπτωτος. 
χ.ο Χ 


Ἐπίσης ἔχομεν: Ιίπι ζω) Ξ- 
Χ-ν- ο Χ 


χει µία µόνον ἀσύμπτωτος πλαγία ἡ Υ -- κ (ἀμφίπλευρα). 


1 -- α΄ καὶ Ιἰπι[ί(α) --- α΄) -- β΄ -- 0. Ὥστε ὑπάρ- 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 61. Εὶς ὑρθογώνιον σύστηµα συντεταγμένων (ΟΧ, ΟΥ) θεωροῦμεν 

τὰ διαγράµµατα (Γι) καὶ (Γ;) τῶν συναρτήσεων Ε μὲ ΥΞεκ) καὶ ἓ μὲ Εία)- 
λ 
5 ἆ Ξ εϊς . Ἡ παράλληλος πρὸς τὸν ἄξονα ΟΥ ή ἀγομένη ἀπὸ τὸ σημεῖον Η τοῦ Οχ 
1 

μὲ τετμηµένην χ «0 τέμνει τὸ (Γ!) εἲς τὸ Μι καὶ τὸ (Γ,) εἲς τὸ Μ,. Αἱ ἐφαπτόμεναι 
εἲἷς τὰ Μι καὶ Μ,; τῶν (Γι) καὶ (1) ἀντιστοίχως τέµνουν τὸν Οκ εἰς τὰ σημεῖα Τ! καὶ 
Τ, ἀντιστοίχως. 


Αποδείξατε ὅτι ἰσχύει - πε , 
ν 


᾿Ακολούθως δείξατε ὅτι : 
1 1 2 


οπλο 
απ) «αν «Ππ9) 


ἀφοῦ πρῶτον γνωρίζοντες τὸ Μι κατασκευάσετε τὸ Μο. 


᾽᾿Απάντησις. Ἔχομεν προφανῶς χ -- νΣ καὶ παραγῶγίζοντες ὡς πρὸς χ λαμβάνοµεν: 
2χ -- Υ΄Ζ--7Ζν καὶ διαιροῦντες διὰ νζ λαμβάνομεν : .α Ε κών -- . 
γ Ζ χ 
(Ὑποθέτομεν βεβαίως ὅτι διὰ τὴν θεωρηθεῖσαν τιμήν τοῦ χ 0 ἡ Εκ) δὲν µηδε- 


νίζεται οὔτο ἀπειρίζεται). 


1 
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Παρατηροῦμεν τώρα ἀπὸ τὴν σχέσιν ΥΣ -- κ’, ὅτι ὅταν γνωρίζωµεν τὴν θέσιν τοῦ 
Μι ἐπὶ τῆς ΗΡ ἡ θέσις τοῦ Μ. εὑρίσκεται ὡς ἑξῆς γεωμετρικῶς: 


- -- -- 
Ἐπειδὴ Υ7-- χὲ -«-»- (ΗΜΙ) (ΠΜ.Ο) -- (ΠΟ) ἔπεται ὅτι τὸ Μ, εἶναι ἡ τομὴ τῆς 
ἩΡ καὶ τοῦ κύκλου τοῦ διερχοµένου διὰ τοῦ Μι καὶ ἐφαπτομένου τοῦ Οκ εἰς τὸ Ο. 
Δύναται ὅμως νὰ εὑρεθῆ καὶ ὡς ἑξῆς. ᾿Εὰν Μ΄. τὸ συμμετρικὸν τοῦ Μ. ὡς πρὸς 
οσο» στσον πο» 
τὸν ἄξονα Οχ θὰ ἔχωμεν;: (ΗΜ/) (ΗΜ’) -- --(ΠΟ)”, ἤτοι τὸ Μ’, ὀρίζεται ὡς ἡ τομὴ 
τῆς ΗΡ καὶ τῆς καθέτου ἐπὶ τὴν ΟΜΙ εἰς τὸ Ο. 
Γνωρίζοµεν ὅτι αἱ ἐξισώσεις τῶν ἐφαπτομένων τῶν διαγραμμάτων (Γ!) καὶ (Γ9) 
ἀντιστοίχως εἷς τὰ σημεῖα Μι, Μ. εἶναι : 
Υ--}τΞυγ(ὰ--κ) Μι(α, Υ) 
Υ--σΞ7ζ(κ-- κ) Μ.(κ. 2) 
Ἐὰν Υ Ξ 0 εὑρίσκομεν δι’ ἑκάστην τούτων τὰς τετμηµένας τῶν σημείων Τι καὶ Τ, 
ἀντιστοίχως (ὑποτίθεται Υ’Ζ’ 5Ε 0). 


ας ' -- 3 
Θὰ ἔχωμεν: (ΟΤ)) -- 3 σα Υ,ς Χι [δηλαδὴ ΤΙ(Χ,, 0) καὶ (ΟΤο) -- στ δὰ, 


δηλαδή ΤΟ(Χ», 0)]. 
Κατόπιν τούτου θά ἔχωμεν : 


/ μες; 4 
ὤππυ --(οτὸ- (8) 5. κ...  καὶ(Ετ) ποτ κ. 3 
λά ν Ζ Ζ 
πι . 
Ἑπομένως ο. μα ωω τς λα. οκ καὶ ἄρα: 
(Ἠτ!) ( ες οςι) 
1 1 2 


12. 39 ᾽᾿Ανισότης τοῦ «ᾖεῃςεῃ 


ΠΡΟΤΑΣΙΣ, Μία συνάρτησις { ὡρισμένη καὶ συνεχἠς εἷς ἕνα διάστηµα 
ία, β| εἶναι κυρτὴ εἰς αὐτό, τότε δι, Ὁξε εἰς τὸ [α, β] ἰσχύει. 


: ( δι -ἵ- ] - {(5/)-Γἴ(δο) 3 
κ. 2 2 


᾿Απόδειξις. ᾿Επειδὴ ξι ε[α, β] καὶ ξ» ε[α, β] ἐφαρμόζομεν τὸν τύπον τοῦ 


Ταγ]οτ εἰς τὴν περιοχὴν τοῦ σημείου αι ας .. - δν) καὶ ἔχο- 


μεν: {(6]) -- ος Γ [πο] τὰ αν 


2 2 τ 


αν 


1 ιδ, ” 
ώε, ο] ϱ’(ϐ) μὲ ἒις ἔς 3 ον 0) 
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ο (Εν δε ο, ,. (Ένί-δε 
καὶ εσε( : )(ε- 1 δν, )-- 
.α μα δι] δο . ὁ Ἀγὰν δν 
ασ (ε : ν ()µ «θ« ὅ, (2 
Ἐκ τῶν (1) καὶ (2) λαμβάνομεν: 
ο (ον ὃν -ἓε μα ς ὄκ-ευ πα ΘιΙ  ϐ 


Ἐπειδὴ ἡ 1 εἶναι κυρτὴ θὰ -. πο, καὶ Γ’(θ) Ξ 0 καὶ ἑπομένως: 
ῃ ῃ 
(η) ας δνέιςβ. 

2 2 

Ἐπειδὴ ἂν Ε κυρτὴ ἡ --ἴ εἶναι κοίλη θὰ ἔχωμεν: 

{(61)-Ε(ξε) τι (/ διή δε} 

2 ην 
ΠΑΡΑΔΕΙΜΑ 1 Ἔστω απ) Ξξθκκ/κ21 καὶ χ20. Δείξατε ὅτι: 
ας -ἵ- βε (α Ε β)Κ 
3 | μπε, σσ) 

᾽Απάντησις. Ἐπειδὴ Ες) Ξ-- Κχκκ-ῖ καὶ Ε Ξ Κίκ --- κκ θά εἶναι ἐο 0, 


ἔπεται ὅτι ἡ Ε εἶναι κυρτὴ διὰ κ 3 1 καὶ χ 3 0. 
"Ἐπομένως θὰ ἰσχύη : 


--- Ξ (τς) μὲ α, βεΒο" 
ἥτοι : ο. ο Ξ (58). μὲἐκτ1. 


4 
ΠΑΡΑΛΕΙΓΜΑ 2. Ἔστω {κ) Ξ ημχ μὲ χε [ο, -ᾱ : { Δείξατε ὅτι : 


ημα -- ημβ α--β 
-- : 
2 αμ ο 


᾿Απάντησις. Ἔχομεν: Γ΄ (κ)--συνα καὶ Γ΄) -- --ημεκ Ξ0 νχε [ο, 5] Ἑπομένως 


1 
ἡ {(ς) Ξ- ημχ εἶναι κοίλη εἰς τὸ [ο, ἡ καὶ ἄρα: 
μι ο ο πο. 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4, 'Εὰν ἔ(α) Ξ Ίομα μὲ χ;Σ» 0, Δείξατε ὅτι: 3 5 Ρ κγ αβ . 


1 
᾽Απάντησις, Εΐναι: {σε κα καὶ [9 -- -- -ᾱ- ««Ὁ μὲ χ:20 καὶ ἑπομένως ἡ 
συνάρτησις Εία) Ξ Ιορχ εἶναι κοίλη εἰς τὸ (0, --- ο0) 


ο τα 


Κατόπιν τούτου: 


2 


{ πι 
μα (β) ς ε(.), τα «ολο. κ Ιοιαβ 


Γ4 


----- 3 Ἰοαβ ιο [-.) «--- ..δ ας γαβ. 


Ἡ σχέσις γενικεύεται μὲ μαθητικὴν ἐπαγωγὴν διὰ ἀριθμοὺς αι, αρ, ..., ανεΕ3 καὶ 
εἶναι : 


ΐδὲ ος. Σ Ίοραι -- ο κ. Ίοβαν 


ν 
ε--- Τα... ταν Ἔ ναια,ρ...αν, τοι ἡ γνωστὴ ἀνισότης (αυς!ν. 


ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΠΡΟΣ ΛΥΣΙΝ 
Τ ΚΥΚΛΟΣ ΠΡΩΤΟΣ 
ΚΥΚΛΟΣ ΔΕΥΤΕΡΟΣ 


Κύκλος πρῶτος. 


1, Εὔρετε τὰς παραγώγους τῶν ἀκολούθων συναρτήσεων καθορίζοντες συνάµα καὶ 
τὰ πείδα ὁρισμοῦ των: 


α) Επ) -- χιορίκ--1) 5) Εκ) -- χὶορ(συνκ) 
ϱ) (0 -- ο]ορχ ϱ) ἔκ) τα κ-- κα 
φθῦΞ νχινς στ) ἴ(κ) -- ο αεξ 
2. Ὁμοίως: 
] γ. 
α) (κ) -- ασ νεΝ ὃ) Γ(Χ) Ξ-- ημµ(νχ)συν'χ|νεΝ 
β) ἔ(α) -- ημ(συνκ) 8 10. μ 
γ ο δη 
γ) 6 -ΥκΈνς στ) ἔ(α) -- ημέ(2κ-Γ1) 
4. Ὁμοίῶς: 
ο) (ς - σα τπτ β) ἔ( -- κσυνχ--ημῖ(κϐ) 
ος εφί(χ-ἕἰ) κα 
γὶ ο- ποστ ῷ δ) ἐς) - Ἴσπε 
αχ--β ͵, ΥΧ-Γδ 3 
ε) {ο -- πονο λα σς α,β,γ,δεξ 
4. Νὰ εὑρεθοῦν αἱ παράγωγοι τῶν ἀκολούθων συναρτήσεων μὲ τύπους : 
ος. 
ο) [9 -- κκ 2’ συ ---ί ία. ᾷο 3] 


ϱ ()«- Ὁ) ἐν -- Ιοβσυν(αχ-Γβ)/α, βΕΒ. 


χα 
δλδ 


1) 16) -- ημα-Γἰοςχ 


οσα ὦ 
δ (6) - Ίο 


ε) {9 τς εἰ 1 
6ἵ ---1 

5. Ὁμοίως: 

α) {(α) -- οὐ 1)”. 

} τς) Ξ αὲ 


ε) ἔ) -- χ]ορχ"|νεΝ 
6. Ὁμοίως : 

α) {(9) -- αἸβίία, β 0) 
αλ. 


-- 166 --- 


η) {09 -- τὰ 


ϐ) {0 --(πμα)" 


ϱ) ἴ) Ξ τοξυημ - [αεκ 


αμ ε-, οι 
γ/αἲ κ» | 
β) () -- (1 να) ΥΣ 


ὃ) (6) Ξ- (ορχίορα 
στ) {(χ) Ξ- χε-χ 


β) {09 -- χίορχ ---χ 
ὃ) {00) -- Ιορ[ημ(συνχ)] 


7. ᾽Αποδείξατς ὅτι τὸ πολυώνυµον {() -- νχ"ὰ ---(ν-Ε1)χ"--1 μὲ νεΝ εἶναι διαιρε- 


τὸν διὰ (κ --1)2. 


8. Ἐὰν {(κ) «« Ιορ ο. δείξατε ὅτι ἰσχύει χί (κ) 1-1 -- ε 5) 


9. Ἐὰν παράγωγος τῆς συναρτήσεως { εἶναι δεδομένη εὕρετε τὰς παραγώγους 


τῶν συναρτήσεων : Ε(Χ) Ξ ε(χθ) καὶ Εκ) -- [0]. 


10. Εὔρετε τὰς παραγώγους τῶν ἀκολούθων συναρτήσεών : 


α) {5 - μες 


αυ ν, ΥΕΝ 


5 


τς 4συνὸχ 


με έ. 1 2 ψ. 
β) {9 -- -ᾱ Πακ {όνος 4: 5 οφίχ 


Υ) {8 Ξ ο6ξΣ.ς5 
δ) 66) --(ωό Γβκ--Υ)'εἳ | α, β, γΕΒ, νεΝ 
11. Δείξατε ὅτι: 
{0 Ξ τεμχ 
1 


ἂν ἴ(χ) -- --- Ώμχ (συν-εκ . 5 συν” κ) .. τς ΕΦΧ 


12. Ἐὰν {09 - 1ορεφ-2 » τότε Ε΄(Χ) -- στεµχ. 


13. Ἐὰν {(κ) -- (1ορχ)εΣ, τότε (6) -- 6ς”-ἲ, 
14. Ἐὰν Είχ) Ξ- χ:19µΧ, τότε 2{(κ)-Γχξ -- χί΄ϱ). 


15, 'Εὰν {(ὰ) -- 5 τότε: 


πω ς-υ ὃν [ὅους -- (11ε-2- ο... ο] 
16. Νάἁ ὑπολογισθοῦν αἱ παράγωγοι 4ης τάξεως τῶν ἀκολούθων συναρτήσεων : 
α) {(κ) Ξ εἶ]οςχ β) ἐκ) -- χζςὰ 
Υ) Γκ) -- αθεΣ δ) {(χ) Ξ- χ]ορχ 


-- 161 --- 
17. Δίδεται τὸ πολυώνυµον {(Χ) -- αχὃ -εβχξ ΓΥγχ--δ μὲ α, β. Υ. δε. Νὰ προσδιορι - 
σθοῦν τά α, β, Υ, ὃ ἂν {(0) -- 0, Ει) -- ια, Ε(ϱ) -- 2 καὶ [7 (3) -- 3. 


18. Ἐὰν [0 Ξ- Γ09) νχεξ ποία ἡ Γ. 


ελ -α”" ο---ᾱ-ἲ 


19. Ἐὰν Πα) τα - καὶ 0) -- ---------- δείξατε ὅτι ἑκατέρα τούτων ἰσοῦ- 


ται μὺ τὴν πορόγῶωγον τῆς ἑτέρας. 
20. Θεωροῦμεν τὴν συνἀρτησιν Γ ὁριζομένην ὡς ἀκολούθως : 
ο με] κος ἂν ι 
Ποῖαι αἱ συνθῆκαι διὰ τὰ Κ.λεα ἵνα ὑπάρχη ἡ (1). 
21. ᾿Εὰν ἡ συνάρτησις Εἓ μὲ «Ο(8) -- ΕΤ πληρῆ τὴν σχέσιν Ι(χ9) -- χὸ ψχεΕ”. Νὰ 
εὑρεθῆ ἡ Ε 1). 
22. ᾿Εὰν ἡ συνάρτησις ἓ εἶναι ὥρισμένη καὶ παραγωγίσιµος νχεξ! καὶ ἰσχύη 
{(κθ) -- χῖ, δείξατε ὅτι Γ”4) Ξ- 112. 
21. Ἐὰὼν {Γ(Χ) Ξ- οχσυνα, συν(ίχηµα) μὲ σεξ δείξατε ὅτι: Γ9(Χ) -- εχσυνασυν(χηµα -|- να) 
μὲ νελΝ. 
24. Νὸ εὑρεθοῦν τὰ ἀκόλουθα ἀθροίσματα : 
Σι ημχ--2ηµ2Χ-Γ... Ενημνχ 
Σο -- συνχ--2συν2χ-ί... (ον -- Ι)συν(2ν --- 1)κ 
(0Ἀναχωρήσατε ἀπὸ τὸ ἄθροισμα: Σ -- συνκ--συν2κ--... --συν(νχ)). 


25. Ἐὔρετε τὰς παραγώγους τῶν ἀκολούθων συναρτήσεων : 


α) Γ(Χ) -- Ιορίε" 1 --εἓ) β) Ε(3) -- πμ (αχ)συνμ(βκ) | α, βεΚ. µ, νεΝ 
Υ) 1) ε- συν Χ. δ) ἐκ) -- ημνχ 
ϱ) 9) -- ημ(συνὀχ)συν(ημ5χ) στ) {(9) -- ημ(ημχ») 
Ὁ {) -- τοξοεφ ο η) Γ(ὰ) -- τοξοσυν(κεῳκ) | ΚεΚ 
να, 
1--κ 
[(κ) -- τοξο 

ϐ) Γκ) -- τοξμημ [ἷεσ- 


26. Θεωροῦμεν τὴν συνάρτησιν [ μὲ {(χ) -- αθζΧ--βχεῖχι εἳ[α,βεΕ. 

Δείξατε, ὅτι: οἳ Ξ- Ε’'(Χ) --- 4Γ (κ) -Γ4{(9) 

27. ᾿Αποδείξατε ὅτι ἐὰν {09 Ξ- εἵσυνχ θὸ ἔχωμεν: Γ)(κ) -- (---2) Τα). Ποῖαι αἱ 
παράγῶώγοι τάξεως 4ν--Ι, 4ν-Γ2, 4ν-Γ3|νεΝ, ἓν σχέσει πρὸς τὰς παραγώγους Ε00, Ε 9, 
επο, 

28. Εάν {(κ) -- εὖ, δείξατε ὅτι τὸ ϐ τοῦ τύπου {(χ--ε)---Ε() Ξ- εξ(κ--θεμὲθ«θςί 
εἶναι ἀνεξάρτητον τοῦ χ. 


8 ἂν . ο”--θηµχ 
29. Δείξατε ὅτι: Ἠπ ο -- 
χ.»0 ἅ-- Ώμχ 
Χ 
κο] 


30. Ἐάν κ-»0, τότε ο» 1 Γκ 6 


-- 165 -- 


81. Ἐὰν Ε) -- οὖν μὲ 0 κ καὶ ν 5-0 (σταθ.) δείξατε ὅτι μία -- 


το. 
ν 


2α 


32. Ἐὰν (() Ξ τα «/2αχ- χξ μὲ αεβ” καὶ 0«χ-«α (α σταθερὰ) δείξατε ὅτι ἡ Ε 
ἔχει μοναδικὀὸν σημεῖον καμπῆς τὀ Μί . νο ) 


υ] 
33. ᾿Εὰν χ»»0 δείξατε ὅτι; χ--- -7- κ«Ἱορ({ -ἰ-κ) «κ. 


Ακολούθως δείξατε ὅτι: Ἐν -- Ύο ὅταν ν -- -Γω καὶ ὅπου: 


ο αᾱ 2 ν 
μα) ο 


34. Δείξατε ὅτι ἡ ἐξίσωσις (Χ ---2)91--χ--2-- 0 οὐδεμίαν θετικἠν ρίζαν δέχεται. 


35. ᾿Εὰν (κ) ξ- ασυνχ--βΏµΧ, (ω{ς) -- αημχ--βημα, βΕΝΒ, δείξατε ὅτι ἡ παράστασις 
Ρ -- Γ(μ)(κ). (ας) --- να) (9 
εἶναι ἀνεξάρτητος τοῦ χ. 
3 ο τ0--ἵ(α) Γ(Χχ)--ἴία) /.. ας 
36. Ἔστω Ε() ΞΘ πε [ -- τω (πω -- 2 τω) 
Δείξατε ὅτι: Ε΄ία) -- 1 καὶ Ε΄(α) -- 2. 


37. Θεωροῦμεν τὴν ἐξίσωσιν ϱ"ημχ -- 1. Εάν ρι«ρ, δύο ρίζαι αὐτῆς δείξατε ὅτι 
ὑπάρχει ἔ μὲ ρις ἔ«ρ. οὕτως ὥστε συνξ -- --ε-ξ, 

38. Δείξατε ὅτι μεταξὺ δύο διαδοχικῶν µεγίστων (ἀντιστ. ἐλαχίστων) μιᾶς συνε- 
χοῦς συναρτήσεως ὑπάρχει ἕνα ἑλάχιστον (ἀντ. ἕνα µέγιστογ). 

39. ᾽Απὸ τὸν τύπον αημ2κ -- συνὺχ --- 2συνχημ-κ εὕρετε τὸν τύπον ημὀχ -- 
Ξ- ἀσυνλχημχ --- ημᾶχ (διὰ παραγωγίσεως). 


.. 


40. Ἐὰν {κ -- χὲε : δείξατε ὅτι : 


ΟΧΟ ---- νεο. (νΣ 2) νεΝ. 


ῃ 
νο πῷ | 


41. ᾿Εὰν (κ) -- κ’ εδ τότε (09 -Ξ(-- . αν ΙΝΕΝ. 
42. Δείξατε ὅτι: 
4ἱ[ π-- 2τοξρεῷκ ἂν κ 1 
2τοξρεφχ ἂν --ἰ Έκς1 
---π--2τοξρεφχ ἂνχκς-- ἶ 
43. Ἐὰν ας β δείξατε ὅτι: τοξρεφβ -- τοξιεφα-«β --α. 
44. 'Ὑπολογίσατε τὰς ἀκολούθους ὁριακάς τιμὰς μὲ τὸν κανόνα τοῦ ο !’ ΠΗοςρίία!: 


τοξο ημ η τ : τ΄ 


3 
Τ.Ε2Χ-Ι εν 

ὑπ 2 ἰ-ο-θα 

γι Υ21κ-Εχ κ.» Κ--ημχ 

1 
3) 1 οτι 4) Ιἰ ( ) 
Ιπι στ ες ος πι πε πο πώ τον 
κ.» .οο 2τοξρεφχῖ---π κ.νον Χ ε--ᾱ 


-- 169 --- 


1. ης 
5) Ἱίι χ'Ίοςχ (ν 0) ϐ) Ιἶπι ( ) 
α-»0 κ-»0--0 κ 
ὥ 1 
πμ) : 2--2κ-ημ2κ 
7) πι - 8) Ιίπι αλες- τό ὁ 


ῃ λ4 
χ-ν0 ημκ κ.»40ο 2 Χ--ημ2Χ) εἲῃ 


ϱ) Ίἶπι (εφχ)σὸΧ : 


...-ἲ 10) Ιπι (συνμα) . . µ, νεξΕ 
2 Χ-ον0 ἱ 
' ο η, εφσ 
1) ο κ Ἰορ(οῖ---{) 19). Πἰπι(ιοσσφκ) 


45. Καθορίσατε τὰ διαστήματα µονοτονίας τῶν ἀκολούθων συναρτήσεων: 


α) Γ(χ) Ξ5- 3χὃ- -χὸ--2χ ϱ) {(κ) 5 συν. 
β) ἴ(κ) -- χὸο-ὰ στ) Ε(κ) -- ημχ-Γσυνκ 
Ύ) [0 τ- οἳ--2κ Ὁ. 0) -- εφχ--σφχ 


δ) {κ --Ίοε| χ| 
3 3 


ο ο. χὺ | 
46. Δείξατε ὅτι: κ--- : ««τοξρεφχ «κ-- 6 θ«κς 1. 


3 
47. Εὔρετε τὰ ἀκβότατα τῶν ἀκολούθων συναρτήσεων: 
α) ἔ(α) -- κά --- ΕχλΙ-22χ" ----24κ«ΓΙ2 β) Εκ) -- κ(κ-- ΙΑ ία ---3)Η 
3 4 
χ-----ὀχ-ι-2 . πα 
ντο - οι δ) ἔ -- να -ὲ-ε ν(κεθῖ 
9 --ρχ ἂν κ«θ 
Εκ) --2 .. στα 
κ ωἱ κ { 3χ:-5 ἂν χ0 
Ὁ). Γ(κ) -- ημχσυνχ η) ἐς) -- νετ'---ἰ 


48. Εὔὕρετε τὰ διαστήµατα εἰς τὰ ὁποῖα αἱ κάτωθι συναρτήσεις εἶναι κυρταὶ ἢ 
κοῖλαι. Ποῖα τὰ σημεῖα καμπῆς. 


5 
α) ((κ) -- 2χ3 ---θχδ-Γ 6" -Ι-{2 β) Εκ) --κ-ικὃ 
Ιορ)χ -- 
Υ) εκ) -- - κ. (0) δ) Εἔίχ) -- χηµ(]οςβκ) κ0 
ϐ) {(χ) Ξ ημχ--συνκ 
49. Τῶν ἀκολούθων συναρτήσεων ὠρίσατε τὰς ἀσυμπτώτους : 
αν. Χθ.--6Χ-{-3 ε. ημχ. ω ἂν, μἳ, 1.» 
ο ωρα Ρίο -κέ ο ππν  Ἕσπ 
50. Νά μελετηθοῦν αἱ ἀκόλουθοι συναρτήσεις : 
τες» 
8 3 -- 
ο 1 - Υκ-- νχΙ ϱ) ἵο) ε.α 


1 
Υ) 9 ξ- συνχ-Γημχσυνα δ) Εκ) -- χο δ 


-- 110 -- 


Κύκλος δεύτερος 


- - . 2) 
51. ἘΕὰν χ-» 0 δείξατε ὅτι: Ἰορ(1 --χ) - χατ ο 
ἱ ος 
ε.α ἐόν 0 ΧΙ «24 
Χ 
52. Θεωροῦμεν τὴν συνάρτησιν { µέ: Πχ) - , 
Ηπι 1ο ἂνχΞο 
κ-νο Ε(α) 


ὅπου ἔ(κ) -- 2 --- 2συνχ --- χημα καὶ ϱ(κ) -- χὲ--ημᾖχ, δείξατε ὅτι {ι(κ):50 διὰ ---2π“«χς2π 
53, ᾿Εὰν χ, γε(θ, 1) δείξατε ὅτι: γἱος . - (ἰ---γ)]ορ αν 5 2(Υ-- χὺ, 


χ]ορχ 1 


54. Ἐὰν χκ-»0 καὶ Χ- 1 δείξατε: 0-«- πας .. 


55. Εὔρετε διὰ ποίας τιμὰς τοῦ χεβ” εἶναι : κ Ιορχ. 


[1 Θεωροῦμεν τὴν συνάρτησιν Ε μὲ {(χ--γ) -- ων». ΦΥΕΕ μὲ {(χ)(γ)-εΙ. 
3. 
Ἐὰν πι 0. 1 δείξατε ὅτι θὰ ἰσχύῃ : ἔοῦ -- 1-20. 
κ. νο Χ 


57. Εὔρετε τὴν παράγῶγον τῆς { μὲ Γ(2) -- [χ]. 


58. Εὔὕρετε μὲ τὸν κανόνα τοῦ ἆς ] Ποςρίία| τὰς ὁριακάς τιμὰς τῶν ἀκολουθιῶν: 


1 ο ᾳ αἲ 1 αεςκ- 
α) αν -- νΊος (1 -- ον) --ν]Ινεν β) αν (1 3 Ξ Ε ος) εν 
1 1 Β προ] 
ολο α αεξετ ος ὰ . ν---2 ὑυμη, 
γ) αν ος σα Ἡἳ ))νεν Ὅμ ίι ο ν" 3 / κος 


δν 
αἲ «β’ ὦν ν 
ϱ) αν -- οσμ ᾱ, βΕΒ στ) αν -- Ψορν ΄ νεΝ 


5ο, Θεωροῦμεν τὴν ἐξίσωσιν Ε(Χ) -- χ(χ ---2χΧ2-Ε1). Εὔρετε διὰ τῆς μελέτης τῆς 
σχετικῆς συναρτήσεως τὸ πλῆθος τῶν πραγματικῶν ριζῶν της. 

60. Ἑδρετε τὴν παράγωγον τῶν {π, { μὲ Εκ) -- | εφχ| καὶ β(κ) Ξ εφ] χ|. 

61. Ἐὰν α, βεΒ καὶ Είχ) -- χ'--αχή-β] νεΝ δείξατε ὅτι ἂν ν ἄρτιος δὲν δύναται 
νὰ μηδενίζεται διὰ τιμὰς τῶν ΧεΕ περισσοτέρας τῶν δύο καὶ ἂν ν περιττὸς διὰ τιμὰς 
τοῦ χεβ περισσοτέρας τῶν τριῶν. 

62. Ἐάν ἄμας,..., ἄνεΒ καὶ ὁμοίῶς 61, Ο, «»«, Ονεξ δείξατε ὅτι ἡ ἑξίσωσις: 

ου (αι --χ) --ου (αν ---χ)-Ι-... ον (άν ---α) Ξ- χ--χκᾖ-ι-... Γχδνα 


δύναται νὰ ἔχη ρίζαν πραγματικὴν µίαν, καὶ µόνον μίαν. 
63. Εὔρετε τὰς ἀκολούθους ὁριακὰς τιµάς: 


ο (4οβ2χ)" |/νενΝ : ( νπ νὸ | 
α) ἰἶπι α. Β) πι ημ------ νεΝ 
κ.»Ἴοο αχκὸ Κκες” ν-» Ἔοο α. ] 


64. Δείξατε ὅτι; ]ομ(1 --χ)7» τας ἂν χ»» --ἰ. 


-- 1πί-- 


65. Δείξατε ὅτι ὑπάρχει οεία, β), α, ΒΕΕ” οὕτως ὥστε; α «( - 
. 


[Θεωρήσατε τὴν {(κ) -- χ]οσχ] 


4 

66. Δείξατε ὅτι διὰ χεβ{ρ ἰσχύει: 2Χ-- ς Ξνγκ 
' | ' 8 3ημχ 

67. Ἰ 2 γσι 

ώ Ὁμοίως διὰ χ:»0 δείξατε ὅτι: Χ» 5 Γσυνχ 


{/ κ ν ν ν 
{68. Ἐὰν α”θ β590 α--β -- 1 δείξατε ὅτι: (α-- ο) η (μη : 8 2. νεΝ 


Αη. ο 45 
[Θεωρήσατε τὴν συνάρτησιν Γ(Χ) -- ς .. ὃς ) μὲ Ο«κ«] ἡ ὁποία εἶναι κυρτὴ 
καὶ ἐφαρμόσατε τὴν ἀνισότητα Ἱεηδεῃ). 


69. ἘΕὰν χ:»0 δείξατε: 


1-.-κλήσ ος 2 ΧΕΙ 1 
α) (κ ορε β) - μη «ιο. .) κ 

70. Ἐὰν ῥι,ρ.,...,βν αἱ πραγματικαὶ καὶ διακεκριµέναι ρίζαι τοῦ πολυωνύμου 
πίκ) μὲ αλλν ὀνεδας ἀντιστοίχως Άι, Άγ... ΆνεΝ νὰ ἀποδειχθῆ ὅτι ἡ ἐξίσωσις 


π (Οπ(κ) Ξ- [πο] οὐδεμίαν δέχεται μοντ λύσιν. 
πι. Εὔρετε τὸν ἀριθμὸν τῶν πραγματικῶν ριζῶν τοῦ πολυωνύµου : 
Ε(9) ς- να’ --χνἲ ---χὖ σ--,.. ---ᾱ. 


ν(ν --ἵλ δν 
Το )ὰ π 


2 
72. ᾿Αποδείξατε ὅτι πᾶσαι αἱ ρίζαι τῆς ἐξισώσεως χ--|- (α) χ''-ᾱ-|- ( 


ει. Εἶ -- 0 εἶναι πραγµατικαί. 
13. ᾿Εὰν πᾶσαι αἱ ρίζαι τῶν πολυώνύμων πίχ)-- α καὶ πίκ)--β εἶναι πραγµα- 
τικαί, τότε ἂν αλβ καὶ πᾶσαι αἱ ρίζαι τοῦ πία) ---λ. εἶναι ἐπίσης πραγµατικαί. 
14. ᾿Ἐὰν διὰ τὸ ἀκέραιον πολυώνυμον π(χ) ἰσχύη πίχι) Ξ- π᾿ (Χὴ), ἀλλὰ π΄(Χι) -0 
δείξατε ὅτι: 
ν 1 
Χι--- Χί 


30, 


1.2 
75. Ἔστωσαν αἱ συναρτήσεις {, Ώ ὠρισμένες καὶ παραγῶγίσιµες στὸ διάστηµα 
[0, 2] καὶ ὅτι; 25111) --- β(α)--9 Ξ-- 0 νχε[ο, 2] 
Νά εὑρεθοῦν τὰ ἔ1), Ε’ο(1) ἐὰν {(1) -- 3 καὶ Γ1(1) -- ---2. 
ης. Δείξατε ὅτι ἡ συνάρτησις ἴ(χ) -- οἳ εἶναι κυρτὴ καὶ βάσει αὐτοῦ ὅτι : 


177. ΙΟμοίῶς διὰ τὴν συνάρτησιν Γ(Χ) -- ---Ιορ(ιορχ) καὶ ὅτι : 


10Ρ (5 8 ἓε ΨΊοβα]οββ, α, β 7. 1. 


Τδ. Ἐὰάν [(χ-ν) Ξ- (αγ) σκ,γεξ καὶ ((Χ) Ξ 1--χσί(χ), ὅπου Ππισ(α) -- {, δείξω 


Χ-νθ 
τε ὅτι ὑπάρχει ἡ {039 σχεΕ. 


ο -- 


ἵτο.) Ἔστω ἡ συνάρτησις Ε μὲ «Ο({) -- Β διὰ τὴν ὁποίαν ἰσχύει ἡ σχέσις Ε(κ-|-Υ) -- 
-- Γ(Χ)Γ(Υ) χ, ΨΥΕΚ δείξατε ὅτι : Γ(Χ)(Υ) -- Επί) νε, εξ. 


80. Ἔστω ἡ συνάρτησις Γκ) -- |χ-- αὔΚἰχ--β[, α,β,χεΕ. μὲ β-να διὰ ποίας 
τιμάς τοῦ χ ἔχει τοπικὸ ἐλάχιστο. 


εφα 
εφβ 
82. Ἔστω ἡἦ συνάρτησις Ε(Χ) μὲ ΦίΕ) -- (α, β) διἁ τὴν ὁποίαν ἰσχύει Ε09:50 ψχε 
(α,β). Δείξατε ὅτι; ((Κηχι --Κωκο) Κι) “ΓΚοῖ(Χ.), ὅπου Χι, χεεία, β) καὶ Κι, Κ,ΕΒ’ μὲ Κι-ΓΚος-ί. 
Τί γίνεται ὅταν Γ΄ (Ὁ «0 νχεία, β): 
[53. ΓΕστο ἡ συνάρτησις Γ μὲ Φ(0) -- Κ3 καὶ διὰ τὴν ὁποίαν ἰσχύει : 
((χγ) Ξ- Γ(κ) ΓΕ) νχ,γεΕ καὶ Γ{(1)Ξ. 


Γ΄ Γ' πο 
Δείξατε ὅτι: Ὃν Ξε ο γε, γεΕ:, 1) Ε(9 - : σχεΒ” 


8Ι. Δείξατε ὅτι: η (ο-β«ας« 2 ) 


84. Δείξατε ὅτι ἡ συνάρτησις; {(κ) -- (τοξιημα); μὲ χε[---ἰ, {] πληροῖ τὴν σχέσιν: 
(1 --κδ) 0 ---χε() -- 2. 


α α ς 
Ἡ Ε-- ὃν, ὅπου ααμαι εΒἲ 


84α. Δίδεται ἡ συνάρτησις: [(α)-- μα .. ο δα 
αλ. ο” ανα 


Χ--- Κι 
καὶ Κι ΚοςκΚ,. 
Δείξατε ὅτι ἡ { μηδενίζεται διὰ µίαν τιμήν τοῦ κ μεταξὺ τῶν Κι, Κ. καὶ µίαν τιμὴν 
μεταξὺ τῶν Κ., Κ.. 


/χκ λ, 
85. Δείξατε ὅτι: Ιοσρχ--ἱοσν 5 Ίος ς ΐ -- . ) σχ,ΥεΚξ! καὶ οδ. «- αρ κα{1 μὲ 
κ 


Κ,λ ο» 1. 


86. Ομοίως ὅτι: ααββ - : να,.βεκ-: μὲ α--βΞ 1. 


87. Ἐάν αμ, αι,..., ἄνεξ καὶ ἰσχύει τ -- αι ασ ος δείξατε ὅτι τὸ 


2 γγί 
πολυώνυµον ΓΧ) -- αρ--αιχ--...-Γανχ” ἔχει µίαν τουλάχιστον πραγματικὴν ρίζαν. 
88. Ἔστω ἡ συνάρτησις Γκ) -- (κ-- Υ1 4-κ)ς, κεζ 
 Νὰ δειχθῆ ὅτι Υ1 --χξ | ΧΙ νχεςε 
1) Νά εὐὑρεθῆ τὸ (έν) 
18 Εἶναι Τ. κκ) -- Εκί---κ) 


Ίν) Νὰ εὑρεθοῦν τὰ [πι ΚΟ), πι ς- κκ) 
κ.» Ἔοο ΧΚ  κ-φ--0ο 


ο) 
ΦΥ -Γκὰ 
89, Εάν τὸ {κ) -- χὸ-Γαιχδ-Γαοχ--αι μὲ αγ0θ ἔχει δικλῆ ρίζα τὸν ἀριθμὸν 
λεξ, νὰ δειχθῆ ὅτι αιλξ-|-2αμλ.--3α, -- 0. 
9ῦ. "Εστω ἡ συνάρτησις {(κ) -- κα- αχ,  χ3θ,θ« αςιί 
1) Νὰ εὑρεθῇ τὸ µέγιστον τῆς {. 


γ) Δείξατε ὅτι: (5) - 


--- 113 -- 


2) Νὰ δειχθῆ ὅτι: Ἱ--α 3 χᾶ αχ ύχἜα 
3) Εἶναι Χιά χΧιβ -- αχι--βχ., ὅπου χι, Χ.ΕεΒ3 καὶ β -- 1 --α. 


91. Δείξατε ὅτι ]ακΓ/{βκ]α-βκθοςκςι. 


. . λ-ἰ αμ {λ αμ : 
97. Δείξατε ὅτι : ( } ( } μ,λεβ" μµσλ 
μι) μα) ) 


93, Νἀ δειχθῆ ὅτι: αβ-/-βα-»!, α, βες” 


94. Ἐὰν διὰ τὴν συνάρτησιν Γ Ισχύει: | Γ) --ἴ(ν)| 5 (κ ---γ) ΝΣΧ,ΥΕΕ, τότε ἡ Ε 
εἶναι µία σταθερά. 


95. Ἔστω ἡ συνάρτησις {(Χ) μὲ «Φ9(Ε) - Κ καὶ διὰ τὴν ὁποίαν ἰσχύει : 
κα) Ξ- {(9) {α) νχ,αεξ. 
καὶ ὅτι ὑπάρχει τὸ Γ(0). 
Δείξατε ὅτι ἡ Γ παραγωγίζεται νχεξ καὶ ἰσχύει: [9 Ξ- (9Γ0). 


ού. ᾿Εὰν Α,Β,Γ,α,β.γεξβ μὲ α - β- γ-έα νά εὑρεθοῦν αἱ ἀναγκαῖαι καὶ ἵκα-- 
ναὶ συνθῆκαι, ἵνα ἡ συνάρτησις ΕίΧ) -- ΑεᾶΣ -Ι-Βεβῖ-Ι-Γοδὺςκ νὰ ἰσοῦται μὲ μηδὲν γχεξ. 


97. ᾿Ἔστω τὸ πολυώνυμον Γκ) Ξ- αχ2-ΕβχΧ-Ι-Ύ, α, β, γΕεΒ. 
Ἐὰν (Οἱ 5 1 νχε[--ἰ, 1] δείξατε ὅτι: -4- 2αχ{βς 4 νχε[- |, 1]. 
Γενικεύσατε τὴν πρὀτάσιν, 


98. Ἔστω ἡ συνάρτησις ἓ μὲ Φ(8) -- Κ καὶ διὰ τὴν ὁποίαν ἰσχύει : 
Εαν) -Γέα ---Υ) -- 21008) νχ,Υεκ 

Δείξατε ὅτι : Ε’(Χ)Ε(Υ) -- ἐοο (Υ) νχ,νεΕ. 

99. Ἔστω µία συνάρτησις { διὰ τὴν ὁποίαν ἰσχύουν : 

ϱ) 4 ἡ ΓΕ) νχεςκ 


2) Τ(ΓΥ) 5- ε(γ) Γκ) νΧ,ΥεΕ 3) {(0) -- 2 
Δείξατε ὅτι : 
Ὁ {(νχ) -- ν6ς-1)(Χ) ΨΝνΕΝ, νχεΕ 18) ((0) -- 0 
Πἢ Ποῖον τὸ Ιἶπι «5. ν) Ε -- κ) 2ο 
χ. »0 ἃΧἃ 
100. Ἐὰν Οσ«χτ γς ο τότε ὃν ος εφγ-- εφχ « «ΑΕΕ 
2 συν’χ συν 


3 
101. Εὰν Οὔχς Ξ δείξατε τὴν ἀνισότητα τοῦ }οτάκη 2. ο Ἡ 
χ π 


5 
102. ᾿Εὰν χ.»0, τότε ημχ Ξκ--- σ- 


λττς 3 
103. Ἐὰν -ᾱ- «χ« - δείξατε ὅτι: τοξρηµ ως δί λωβοδι ος, 


4 Μ2 4 


104, Ἐάν --Ἱ-««χς- --οο δείξατε ὅτι: τοξιεφχκ--τοξοεφ ἀακ Ἡ 


Ἱκ 4) 


ΗΠΑ. 


105. Δίδεται ἡ συνάρτησις [ μέ: 
[ ..- 
χίσυν-- ἂν 0 
(9 -έ ο 
ἵ 0 ἂνχκ-ο 
'Ὑπάρχει ἢἡ δευτέρα παράγωγος τῆς Ε εἰς τὴν θέσιν κΞ0; 


106. Δείξατε ὅτι ἡ ἐξίσῶσις τῆς ἐφαπτομένης τοῦ διαγράµµατος τῆς Ε μὲ ἔ(κ) 5 
--ισυν(νκ) εἰς τὸ σημεῖον χ -- 0, εἶναι ἡ χ-γ -- 1. 


107. Νὰ γίνη µελέτη τῶν ἀκολούθων συναρτήσεων : 


3 
πα ππς] ον ο 
α) (κ) -- νκὸ- ὄχ 2 β) Τα) Πα 
ο. συν2κ{Ι ο κ- 
19) -- ο δ) (κ) -- 2κ-Ἡορχ 


108. Ἐὰν {ι(κ) -- [ο έ(κ) καὶ εἶναι ϱ(Ὀ)--κίορκ καὶ Π(κ)ΞΞΙΟΡ | ΙοβχΧΙ, εὕρετε τὴν 
Γ1ς9). Διᾶ ποίας τιμάς τοῦ χ εἶναι Εῃ(κ) -- 0. Ποῖαι αἱ γραφικαὶ παραστάσεις τῶν {, καὶ {ᾳ. 

109. Ἔστω ἡ συνάρτησις ἕ μὲ 301) -- [0, --) συνεχἠς καὶ παραγωγίσιµος εἰς 
αὐτό, ἔστω ἀκόμη [0) --ο καὶ ὅτι ὑπάρχει λΕΒ, ὥστε Ε (κα) ξς λ. ψχε(θ, -Γοο). 

Δείξατε ὅτι: [5) 5 ο-Κλκ. 

110. Ἔστω τὸ πολυώνυµον {ίκ) Ξ5(χ---σρ)'-(κ σι)... Ε(Χ---ᾱν-), ὅπου 
χεΕξ καὶ Ζρ,2ι,..., Ζνι ρίζαι τῆς ἐξισώσεως Ζ' 5 1 δείξατε ὅτι: νί(κ) --- κε) Ξ- νὸ 
ΨΧΕΒ. (νεΝ). 

111. Θεώροῦμεν τὰς συναρτήσεις ἔι καὶ ἴο μὲ 3/5) - ΕΚ καὶ Φ([) -- Β καὶ διὰ 
τὰς ὁποίας ἰσχύουν : 

π(κ-ΕΥ) -- (κ) (Υ) Εις) νχ, νΥεΕ 
Ε(0) -0, Γ0) 1 
καὶ ὅτι ἔχουν παράγωγον εἰς τὴν θέσιν κ -- 0 καὶ εἶναι : {Γ1(0) -- 1 καὶ Γ(0) -- 0. 

α) ᾿᾽Αφοῦ ἀποδειχθῆ ὅτι ἡ { εἶναι παραγωγίσιµος φχεξΕ νὰ δειχθῆ ἀκολούθως 
ὅτι: Ε(χ) Ξ5 ΑΡ), 

β) Ἐὰν ἡ ἴο πληρῆ τὴν σχέσιν: 

[κ -ν) τ- )ΓΥ) ---Π(Π(Υ) νχ,.νΥεΕ 
τότε καὶ αὐτὴ παραγῶγίζεται ψχεξ. καὶ ἰσχύει Ε'ο(κ) 5ξ ---ἵ(κ). 

1) ἔ γε) -- 0, ἔἴ(κ)-γ{0ς) -- 0 

δ) (Εκ) -- 1 

ε) Εὔρετε Γι(2κ), Ε9(2κ), Ε΄ι(2κ), Ε’ε(Ακ) τῇ βοηθείᾳ τῶν Ει(Χ), Εω(κ). 

στ) Δείξατε ὅτι ἢ Ε εἶναι περιττὴ καὶ {ιο ἁρτία. 


112. ᾿Εὰν 0« οκ δείξατε ὅτι: --- 1ος ορ 
ο ο 


114. Ἐὰν 0-«Υ «κ δείξατε ὅτι: ὃ-- 1 σ]οα-. δ1--ὔ.. 
. γ Χ 
114. Δείξατε ὅτι τὸ πολυώνυµον {(χ) 58 κὶ ---3χ--α δὲν εἶναι δυνατὸν νὰ ἔχη δύο 


ρίζας στὸ διάστηµα [0, !). 


-- 1το -- 


115. Ἔστωσαν τὰ πολυώνυµα ((ὰα) Ξχ(α --- 1) (κ ---2) (κ --- 3), φ(σ) 5 4κ-- 18χΣ-- 
4-22κ---6, δείξατε ὅτι τὸ φ(κ) ἔχει ρίζας θετικἁς καὶ µικροτέρας τοῦ 3. 

116. ᾿Εὰν διὰ τὸ πραγµατικὸ πολυώνυµο {(Χ) εἶναι { (9150 ἢ Εζῷ«0 ψχεΕ, τότε τὸ 
{(5) ἔχει τὸ πολὺ μιά πραγµατικἡ ρίζα. 


117. Ἐὰν θ-α,βς 2- δείξατε ὅτι: (β--α)συνβ -ς ηµβ---ημα « (β--α)συνα. 


118. Ἔστώσαν τὰ πολυώνυµα Ε(χ) Ξ (κ--α)μ(χ---β)'- Ελ, φ(Χ) Ξ (κ--α)μ- (κ--β)'-1. 
ἵμί(κ---β) -Ι- ν(Χ---α)], µ, νεΝ. Δείξατε ὅτι τὸ φίχ) ἔχει µία τουλάχιστον ρίζα στὸ διάστη- 


μα (α, β), α-β. 


ση 
119, Δείξατε ὅτι : τοξυεφ Ί/ τς πα . τοξρημκ -- : ψχε(---!, -Ε1). 
΄ πι ὤ 


(120. Λείδατε ὅτι ἐὰν χ'-« α. εἶναι : 


κ οωὰ 3 
τοξρημκ --δτοξρσυνκ--τοξυημ2χν/]- χὲ -- Ξ ᾿ 


121. Δείξατε δα (ο Εα[σ Ε3(1) Εν τν 
1 2 3 ν 


122. ᾿Εὰν αἱ ρίζαι τῆς ἐξισώσεως χ’ -ἶ 0 εἶναι αἲ ὰ,ρῃ,...,Ρβν-ι δείξατε ὅτι : 
(ἳ --ρι) (1 -- ϱρ))...({ --ριι) Ξν 
(ο Μὲ τὴν βοήθειαν τῶν ἰδιοτήτων τῶν παραγωγισίμῶν συναρτήσεων καὶ γνῶ- 
στοῦ ὄντος ὅτι ἡ συνάρτησις εἵ παραγωγίζεται ἐν Ε, δείξατε ὅτι η συνάρτησις: 


ᾱ δ. -χ 
οφ) - αλα παραγῶγίζεται ἐν Β, ἔνθα λ, πραγματικἡ παράμετρος. 
6ἳ 


᾿Ακολούθῶς μὲ τὴν βοήθειαν τῆς παραγώγου τῆς συναρτήσεωῶς Φ, εὕρετε τὰς 
τιμὰς τοῦ λ. διὰ τὰς ὁποίας ἡ συνάρτηῆσις ᾧ εἴναι φθίνουσα. 


124. Δείξατε ὅτι ψχεξ εἶναι: χδ ---χδ --χὸ ----χ--Ι 50. 


ν 
125. Ἔστω Ἡἡ συνάρηησις Γ:Ε - Ε μὸ τύπον, Γκ) -Ἡ («--χι), χιεΕ, ἰΞ 1, 


τσ 


2... ν καὶ Χ,σπιαχίαι), ἱ--1, 2). νν 


ν 
Δείξατε ὅτι: --- δ κι Ἔν ίω “α. 
ν καὶ [τῷ 


126. Θεωροῦμεν τὴν οἰκογένειαν τῶν πολυώνύμων Εᾳ), Π(Χ),..«, {α),..- ὃρι- 
ξομένην ὡς ἀκολούθως : 
Ε(κ) -- 1, Εκ) Ξ- κ καὶ Γνα) -- κίν (κ) (ΥΕ) ννεΝδιν 2 (ϱ) 
Δείξατε ὅτι τὸ Εκ) εἶναι βαθμοῦ ν μὲ συντελεστὴν ἀνώτάτης δυνάμεῶς τοῦ κ 
τὴν µονάδα καὶ ὅτι Ε΄(α) -: ν ἴ, (απ) ννεΝ. 


Ι16 
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ΟΡΙΣΜΟΙ 
Δ ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ 
| ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ 


, - 
18. 1 ᾿Αόριστον ὁλοκλήρώμα/ 


ν 


Ορισμός) "Έστω ᾖι(ᾳ) µία συνάρτησις ὠρισμένη καὶ συνεχἠς εἰς ἕνα 
διάστηµα 4 Ξ Β. ᾿Εὰν τώρα ὑπάρχη καὶ µία ἄλλη συνάρτησις |) μὲ τὸ 
αὐτὸ πεδίον ὁρισμοῦ καὶ ἔχουσα παράγωγον [ο(ᾳ) ντε, ἤτοι ἐὰν ἰσχόῃ: 

[(α) -- (1) νκεά 
τότε ἡ ᾗο καλεῖται ἕνα ἄό' ' ὀλοκλή |) µί η ῇ ἐν 4 

Ἱ {ο καλεῖται ἕνα ἀόριστον ὀλοκλήρωμα ἢ µία παοάγουσα τῆς ᾗι ἐν 4. 

Ἔχομε» Λοιπὸν τὴν ἰσοδυναμίαν ἐξ ὁδοισμοῦ: 


[(α)ὰω τε [ια σα [(0) Ξ Π(ο) ν9ει 


ὅπου μὲ τὸ η Π(α)άα -- (1) συμβολίζομεν τὸ ἀόριστον ὁλοκλήρωμα τῆς ᾖι- 


Τὸ σύμβολον / ((χ)άχ διαβάζεται «ὁλοκλήρωμα τῆς Γ τοῦ χ ντὲ χ». 


Γπρὂτασις ἡ Κὰν αἱ συναρτήσεις !,, ἓ εἶναι δύο παράγουσαι τῆς {,. 
τότε αἵ Ε», ἔᾳ διαφέρουν κατὰ σταθερὰν «εξ ψχεὤ({]). 


᾿Απόδειξις. Ἐπειδὴ {ο {ᾳ εἶναι παράγουσαι τῆς { ἐν «)({), ἔπεται ἀπὸ 
τὸν ὁρισμὸν τοῦ ἀορίστου ὁλοκληρώματος, ὅτι {΄Μα) -- Π(Σ) καὶ {(α) -- ας) 
σχεφ({), ὁπότε καὶ Ε’ο(κ)Ξ-{΄α() νχε (6). ᾽Αλλὰ κατὰ γνωστὴν πρότασιν 
(ζεφ. 12, Πρότ. παραγώγων) αἳ {, ἔε θὰ διαφέρουν κατὰ σταθερὰἀν οεξ. 
ἤτοι {ν(κ) --α) το ---- {(χ) -- [α(α) --ο. 


ο ΠΡΟΤΑΣΙΣ 2) Ἰσχύει {{ Π()άΧΥ -- (κ) 


᾽Απόδειξις, Ἐὰν Π(Χ) εἶναι µία παράγουσα τῆς ΙΓ), ἤτοις: Για) -- 
ἔχομεν : 
{4 οάχγ -- [Πο Γε] Ξ-- 6) 


-- τπτ -- 


ἹπΠρΟΤΑσΙΣ 4, Ἐὰν ἡ Τ ἔχῃ ἀόριστον ὁλοκλήρωμα ἐν (α, β) - (η), 
τότε καὶ ἡ συνᾶρτησις λ..Ι, ὅπου λ. σταθερά, ἔχει ἀόριστον ὁλοκλήρωμα καὶ 
ἰσχύει : {λα {(χλὰχ « λ[Π(κ)ἀχ, α «χ««β. 

᾿Απόδειξις. Ἔχομεν {{[ληχ)άχι -- λ{κ) νχεία, β) καὶ {λ/ (κλάχκν -- 
-- λ{{κλάχΥ΄ -- λε) νχεία, β). 
ροας [λε(χκ)άχ -- λ/[κ)άχ νχεία, β). 

 ΠΡΟΤΑΣΙΣ 4 Ἐὰν αἱ συναρτήσεις ἔι, ἵ, ἔχουν ἀθριστον ὁλοκλήρωμα 
ἓν «Ο(ῖι, ἴ9), τότε καὶ ἡ συνάρτησις ἴι- ΓΕ, ἔχει ἀόριστον ὁλοκλήρωμα ἐν 
«οι, Τ9) καὶ ἰσχύει : 

{[ενς) "Γ{ο(Χ)! ἂχ -- {Ει(ἀΧ --- [1(κ)λάΧ 
᾿Απόδειξις. Ἔχομεν {{[ απ -- Ωο)Υ Ξ- ας -- κ) νχεθίῃ, 9) καὶ 
(αααλάΧ-- ({(κ)άΧγ -- {{Ει(κδάαγ --[Ε(κλἀχΥ' -- Ε(α)-Γβα) νχεφ(ῆι, ϐ). 


ρα [4α)-Γ(α)λάκς- [η (κ)ἀκ-|- [1ο(κ)ἀκ ψχεζβ(ἔι, ἴρ). Ἡ πρότασις γε- 
νικεύεται καὶ διὰ πεπερασμένον πλῆθος προσθετέων καὶ μάλιστα ἰσχύει : 


Γή) ορια)... ο (]άκ -- / ὰ οι ι()ᾶκ -- 


Ξ- οι [1 (κ) ἀχ-|-ον[{(κ)άΧ-ἰ-....--ον[(αάχ, 
ὅπου 61,60...» Ον σταθεραὶ τοῦ Ε καὶ (σ), Γο(Χ), ..., ἔ (κ) ὁλοκληρώσιμοι 
συναρτήσεις εἰς ἓν διάστηµα (α, β) « ΕΚ. 
. ΄προταδίΣ 5, Τὰ σύμβολα ὁἆ καὶ { ἀλληλοαναιροῦνται. 
Ἠτοι: Ὁ [κ -- Ι()- ες 
1) ἁἀ [ο ὰχ Ξ- χ)λάχ νχε(Ώ, (ο σταθερᾶ) 

᾿Απόδειξις. 1) Ἔχομεν ἁῑχ)-- Ε΄ (χ)άχ νχε({), ὁπότε [ά[(κ)-- [Ε σ)άχ-- 
Ξ {(χ). 

1) Ἔχομεν ἀ [[{χ)άχ -- {[Ηκ)άΧ} ἁχ -- [(χλάΧχ 


Παρατηρήσεις ἐπὶ τῶν ἀνωτέρω 

1. Ὁ ὄρος «ἀόριστον ὁλοκλήρωμα» ἢ «παράγουσα» πολλάκις ἄπο- 
δίδεται διὰ τοῦ ὅρου «ἀρχικὴ συνάρτησις», π.χ. τῆς συναρτήσεως {(1) -- 
ον : , χεξ΄ ἓν ἁόριστον ὁλοκλήρωμα ἢ µία ἀρχικὴ συνάρτησις ἢ µία 
παράγουσα εἶναι ἡ {Χ) Ξ- Ιορχ. 

2. Τὸ διάστηµα (α, β) καλεῖται διάστηµα ὁλοκληρώσεως τῆς {, 


3, Μία συνάρτῆῃσις Γ(Χ) εἶναι δυνατὸν νὰ εἶναι ἀόριστον ὀλοκλήρω- 
μα μιᾶς συναρτήσεως {(κ) εἲς τὸ διάστηµα (α., β) χωρὶς νὰ ὑπάρχη ἡ παρά- 
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-- 1τ8 --- 


γωγος τῆς {(κ) νχεία, β). Τότε διὰ νὰ εἵναι ἡ Ώ(χ) ἓν ἀόριστον ὁλοκλή- 

ρωμα τῆς ΠΧ) ἐν (α, β) ἀπαιτοῦμεν ἡ {(Χ) νὰ εἶναι συνεχἠς εἰς τὸ (ία, β) 

καὶ ἢ παράγωγος τῆς ΠΧ) νὰ μὴν ὑπάρχηῃ εἰμὴ µόνον εἰς πεπερασµένον 
πλῆθος σημείων τοῦ (α, β). 

Οὕτως ἦ συνάρτησις {ο(κ) -- | Χ| εἶναι συνεχἠς νχεξ καὶ δὲν ὑπάρχει 

ἡ παράγωγος αὐτῆς διὰ Χ -- 0, πλὴν ὅμως ἢἡ {ο(κ) εἶναι ἀόριστον ὁλοκλή- 

ΣΙ ἂν χ 5-0 

ρώμα τῆς πα) 

ΣΧ. 1ἆ ἂνκ-ο0, 


Πράγματι : ον κ [ἀκ-- χ ἂν κ20, [4 αχ -- --[άχ----κ 


ιο, 
ἂν χ«0 
4. ᾿Ἐὰν µία συνάρτησις (κ) εἶναι συνεχής ἐν (α, β), τοῦτο ἀποτελεῖ 
ἱκανὴν συνθήκἠν διὰ τὴν ὕπαρξιν ἀορίστου ὁλοκληρώματος, ὄχι ὅμως 
καὶ ἀναγκαία, ὅπως φαίνεται ἀπὸ τὴν προηγουµένην παρατήρησιν, ὅπου 
ἡ συνάρτήησις : 


ὂν κΞ0 
ἑνῷ ὑπάρχει παράγουσα αὐτῆς εἰς τὸ (--.0, -ἰ-οο) δὲν εἶναι ὅμως συνεχἠς 
εἲς αὐτό. 

5. Ἡ παράγουσα μιᾶς συναρτήσεως ΠΧ), ἐὰν ὑπάρχῃ δὲν ὀρίζεται 
µονοσημάτῶς τοῦτο συνάγεται ἐκ τῆς προτάσεως |. 

6. Τὸ σύμβολον [Π(κ)άκ δὲν εἶναι μονοσηµάντως ὠρισμένον, ἀλλὰ 
παριστᾶ τὴν ὀὁποιανδήποτε παράγουσαν τῆς {π(κ) εἰς τὸ διάστηµα {(α, β), 
δηλ. [{ι(αλἀχ -- Γρ(Χ)- ο, Εκ) παράγουσα τῆς ΒίΧ), ο σταθερὰ καὶ χεία, β). 


7. ᾿Ἐὰν ἔχωμεν πρὸς ἀπόδειξιν προτάσεις τῆς μορφῆς [{Πι(κ)ὰκ -- [ο(κ) ο 
εἲς τὸ (α, β), δυνάµεθα νὰ δείξωµεν τοῦτο δι’ ἁπλῆς ἐπαληθεύσεως, δηλαδὴ 
ὅτι: {ο -ο)΄ Ξ- α9 νχεία, β). 


αρ, .. 
ὰ ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1. []σχύει Γκνὰκ - τσι Ἔς, νενΝ φχεῖ 


{ 


χννὰ χ (ντ Ελ" : 
κος 5 χὶ ΨΧΕΚ καὶ νεΝ. 
μμ η να ' 


᾽Απάντησις. Λιότι εἶναι ( 


ϊ κ νεα 
ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2.) Ἰσχύει [χ-ὰκ -- οσα Ές ψχεΕ -- (0), νεΝ. 

--ελ κ.” προς -ν 
᾽Απάντησις. Διότι εἶναι : (στι -- . Ξ- « . ανν Ξ χ-ν νχεξΕ --(0]. 
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Β τμ, : 
ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3.) Ἰσχύει [-.- ἀκ Ξ Ίορ] χ|--ε ψχεξΕ --- (0) 
/ , 
Σε, 1 χ| 1 


᾽Απάντησις. Διότι εἶναι: (1οβ κ|--ο)΄ -- ------ [θα Ρ’ -- τς να μ--- 


ΝΧΕΕ -- (0). 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4. Ἰσχύει Γημχᾶς -----συνχ--ο ψΧΕΚ. 


᾽Απάντησις. Διότι εἶναι (---συνχ -{- ϱ) -- ημχ ψχεΕ. 


(ΠΑΡΑΔΕΙΜΑ 5, )Τσχύει /συνχὰχ -- ηµχ--ε ψχεξ. 


᾽Απάντησις. Διότι εἶναι (ηµχ--0) ξᾱ συνκ νχεξ. 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 6) Ἰσχύει Γχαὰχ -- μα. Ές, ψαεξ --(--1) καὶ νχεΕ” 


χα-ρί 9) .. (α-]|-Ί)κα 


Ξ- .. 
στήστ] τε] χα ΨχΕεΚ. 


᾽Απάντησις. Λιότι εἶναι : ( 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ Ί. Ἰσχύει [εὰκ -- οἷ--ο, ψχεξ 


᾽Απάντησις. Διότι εἶναι : (6:--ο) -- εἳ ΨΧΕΒ. 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ. 8) {) Τσχύει { ο ος ἂκ -- εφχ-Γο ψχε (κ σσ κπ- 2), κεζ, 


λ ν - . Ώμχ 1 
Α  Δ ῥ[ ο τὰ ο σα 
πάντησις. Διότι (εφκ-]-ο) (ος ο 9) - ας 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 9/ ᾿Ἰσχύει / ος ἀχ -- ---σϕφχ--ε ψχε(κα, (κ--1π), ΚεΖ. 


συνχ ᾿ 1 
᾽Απάντησις. Διότι (---σῳχ -- ϱ)’ 5 (- ο. 9) ο ----- στ 
ησις (--σφ ) π ημαχ 
'ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 10) Ἰσχύει [α”ὰκ -- τς ΨχΕΒ, αεβ”- -(1). 
᾿᾽Απάντησις. Διότι ( ι .. 9) Ξ-Ξ ώ α αὖ ψχεΕ 
ο Ίορα Ίσα ον 


"α -ας 
κ μώς 11 ᾿Ισχύει / ὡλ Ξ τοῦρήημχ {ο ψχεί--1, 1). 
πμ πο ποπ μᾶ ---ὰ 


1 
᾽Απάντησις, Διότι (τοξρημα-Γο)΄ ππἝς στ ΝΧεί---ἶ, 1) 
ν 


ς 3 
ΙΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 12. ᾿Ισχύει [ ή 5- ---τοξισυνχ--ο ψχεί--], 1). 
.ο» 3 . σεχ 


᾿Απάντησις. Διότι (--τοξυσυνκ--ο) -- με] σε. σ΄ Ψχεί--, 1) 
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ο. 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 13. Ἰσχύει { ο. -- τοξρεφχ--ο ΨΧΕΚ. 


᾽Απάντησις, Διότι (τοξρεφχ-{Γο)΄ -- αφ ΝΧΕΕ. 


“ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 149 Ἰσχῦοι ᾖ: ν.. ----τοξυσφχ{-ο ψχΕΚ. 


/ ὴ 
᾿Απάντησις. Διότι (--τοξρσφχ--ο)΄ -- --- ο.” κας η] Ξ- υα ΨΧΕεΒ. 


ΤΣΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 15. Ἰσχόει [.ς τς ἁκ-- - 1ο [τος Φο ψχεα---(--, 1). 
ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 15. στο ον» 


. ᾿ Ι | ν 1 1--- .. φν 
᾽Απάντησις, Διότι ( 2 1ο ος | -- 9) -- Χ τχ 


Σσ]ηκ τε! 
.... 
-- ο 1 ΓἹ κ 1-Εκ }Υ' 1 
ασ τπτ ταν πι) ανν (δὴ 
πει ο 


Σηµείωσις. Εἰς τὰ ἀνωτέρω ὁλοκληρώματα ἀνάγονται τὰ πλεῖστα ἀπὸ 
τὰ ἀόριστα ὁλοκληρώματα, τὰ ὁποῖα θὰ συναντήσωμεν κατωτέρω, διὰ 
τὸν κ ὰὐ αὐτὸν καλὸν θὰ εἶναι νὰ τὰ ἀπομνημονεύσωμεν. 


ΜΠΡΟΤΑΣΗΣ.᾽ Εὰν ἡ [ εἶναι συνεχἠς ἓν (α, β). ὑπάρχη ἡ παράγωγος 
αὐτῆς ψχεία, β) καὶ εἶναι ἴ(κ) 5ξ 0 ψχεία, β) τότε: 


Ισχύει: πο ρ ἀχ -- Ιορ | Ε(χ) | -ε ψχεία, β) 


(ο) 
ο.» . ὦ- εν [109 | 
Απόδειξις. Διότι (1ος | {{Χ) |- ο) τση ΕΕ) το πο 
ο 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ. Νὰ ὑπολογισθῇ τὸ ὁλοκλήρωμα ἵ μὲ ΚΕΒ καὶ διάστηµα 
ὁλοκληρώσεως {(---», Κ) !) (Ε, ἠ- οο). 


᾽Απάντησις, ᾿Εδῶ εἶναι (κ) --κ-- κ καὶ (κ) -- 1, αἱ δὲ ἓ καὶ Γ΄ εἶναι συνεχεῖς 
ΝΧΕΕ ---(Κ} καὶ (1) 0 ψχεξ -- (κ), ἄρα: 


κ  ϱί--κ) μάς 
ὰ- Ξ- / ος ἀχξξίορ |κ--Κ| ο. 


Παρατήρησις 1. ᾿Εὰν ἡ παράγωγος τοῦ παρονομαστοῦ ἰσοῦται μὲ 
τὸν ἀριθμητήν, τὸ ὁλοκλήρωμα ἰσοῦται μὲ τὸν λογάριθµον τοῦ παρονο-- 
μαστοῦ. 


-- 1δΙ -- 


ἐπ ------Ἱ 
ΙΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ: Νὰ ὑπολογισθῇ τὸ ὀλοκλήρωμα: ή 
..- 


(2κ -ἵ- 3)4χ 
Χὃ -Ι-3χ-5 


᾽Απάντησις. Εἶναι (χὲ--4ὸχ-:-5)΄ -- 2χ--3, ἄρα : 


[οκ θά  { ά(κ"-Ακ-Ε5) ρα 
χ” -|-θκ--5 / χὸς Άχ-5 Ξ- ]ορ(κ”|-2χ-Γ5)-ες 


Παρατήρησις 2. Εάν τὸ διαφορικὸν εἶναι ἢ δύναται νὰ γίνη ὅμοιον 
μὲ τὸν παρονομαστὴν, τότε τὸ ὁλοκλήρωμα ἰσοῦται μὲ τὸν νεπέρειον λο- 
γάριθµον τοῦ παρονομαστοῦ. 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ. Νὰ ὑπολογισθοῦν τὰ ὑλοκληρώματα: 


συνχὰχ '. ἀκ 
εΕ -- (---δ). 
) [κ Ρ {τΕΧ (--δ] 
᾽Απάντησις, α) Εἶναι ή α -- [μπας Ξ-1οβ| Ώμχ | ο 
μον - -. ή ι 
β) [πο ο... ο ᾗππρης- Ξ-Ιοβ|κ --5]-ο. 


Παρατήρησις 3. Εἰς τὰ «τριγωνομετρικά» ὁλοκληρώματα διὰ νὰ ὅλο- 
κληρώσωμεν πρέπει τὸ διαφορικὸν νὰ εἶναι ὅμοιον μὲ τὸ τόξον. 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ: Νὰ ὑπολογισθοῦν τὰ ὀλοκληρώματα: 
α) / ηµκ-ΓΚᾶχ Β) } συνακὰκ Φ [πμ τ ἀκ 


᾽Απάντησις. α) Εἶναι [ ηµίχ-ΓἰΟά(χ-ΓΙ) -- --συν]χ--Κκ|-ς 
β) {/ συν(αχ)άχΞ ῥ συν(αχ) -ᾱ- (αχ) αχ -- ο { συν(ωθά(ω) ε- ο ημ | αχ |-ο 


Φ [πμ αχ ο β μα τ)τ-ᾱ συν) ϱ| 9 


Παρατήρησις 4, Εἰς τὰ ὁλοκληρώματα ποὺ περιέχουν τὸν νεπέρειον 
λογάριθµον τοῦ ϱ δυνάµεθα νὰ ὁλοκληρώσωμεν ἐὰν τὸ διαφορικὸν εἶναι 
ὅμοιον μὲ τὸν ἐκθέτην τοῦ ο. 

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ. Νὰ ὑπολογισθοῦν τὰ ὁλοκληρώματα : 

ο χ 
4) { εαχάχ, αεξ --- (0), χε β) | ε ὁ ἁκ, χε 


᾽Απάντησις. α) Εἶναι [ οσκὰχ -- --- | θακά(αχ) - ο -οαχ-ς 


ο Ε νι. οκ 
β) ι ο τάκ---3[ο σα(---ἱ) ----ο "μς 


Παρατήρησις 5. Εἰς τὸ διαφορικὸν δυνάµεθα νὰ προσθέσωµεν ἢ νὰ 
ἀφαιρέσωμεν µίαν σταθεράν, ἐὰν ὅμως τὸ διαφορικὸν πολλαπλασιασθῇ 


- 182 -- 


(ἀντιστοίχῶς διαιρεθῇ) ἐπὶ µίαν σταθεράν, τότε τὸ ὁλοκλήρωμα διαιρεῖται 
(ἀντιστοίχῶς πολλαπλασιάζεται) ἐπὶ τὴν σταθερἀν αὐτήν. 

Ἐπίσης εἲς τὸ διαφορικὸν εἶναι δυνατὸν νὰ εἰσαχθῇ οἰαδήποτε παρά- 
στασις, ἀρκεῖ προηγουμένως νὰ εὑρεθῇ τὸ ὁλοκλήρωμα αὐτῆς. 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ. Είναι: α) [ἀχξ [ά(κ-οκχ--ο 


1 1 
β) {ὰχ-Ξ τ [ο - τ ΚΧγΟΞχΊγς 
γ) [οκ [ας κ ὃ γε -κ-ς 


χντὰ ναὶ 
ὃ Γχακ-- [α (ντ) - ττ “6 


13. 2 Βασικὸς τρόπος ὁλοκληρώσεως 


]. ΜΕΘΟΔΟΣ ΑΝΤΙΚΑΤΑΣΤΑΣΕΩΣ 


Ἡ μέθοδος ἀπορρέει ἐκ τῆς κατωτέρω προτάσεως καὶ ἐφαρμόζεται 
εἰς τὰ ὁλοκληρώματα τῶν ὁποίῶν οἳ τύποι ἀναγράφονται κατωτέρω. 


ΠΡΟΤΑΣΙΣ, Ἐὰν ἡ συνάρτησις {ι ἔχη ἀόριστον ὁλοκλήρωμα εἰς ἕνα 
διάστηµα {(α, β) καὶ ἡ συνάρτησις Το, εἶναι ὠρισμένη καὶ παραγωγίσιµος 
εἲς τὸ (Υ, ὃ) καὶ Ε(Ι) ς(α, β) τότε, ὡς γνωστόν, ὀρίζεται ἡ συνάρτησις 
 -- Γι, Ψχεία, β) καὶ ἰσχύει : 


{Ην (αδάκ -- [11(θ)4θ | -- Η09, α «κ«β 


ὕπου ὁ συμβολισμὸς |0 -- ἴ,(α) σηµαίνει ὅτι μετὰ τὸν ὑπολογισμὸν τοῦ 
Π1ι(θ)ἀθ ὀφείλομεν νὰ ἀντικαταστήσωμεν τὸ ϐ μὲ τὸ [,(χ). 


᾿Απόδειξις. ᾿Ἔστω «φ(θ) µία παράγουσα τοῦ [4Π0)άθ, τότε εἶναι : 
/Π(θ)άθ -- φ(θ)--ο,. Αρα διὰ τὴν ἀπόδειξιν ἀρκεῖ νὰ δειχθῇ ὅτι: 


{Πορ ο) κ -- φ({ν())- ο 


᾽Αλλὰ {φ(ζρς)-Γο -- φ [ο] (κ) -- φ΄(θ)9ϱ) -- α(θ) -- [ο]. 
Ἐπομένως | Πιο] οοθὰχ -- φ[ν(κ)]ή-ο. 

Βάσει τῆς προτάσεως πλεῖστα ὅσα ὁλοκληρώματα ἁπλουστεύονται διὰ 
μιᾶς καταλλήλου ἀντικαταστάσεως ἀναγόμενα οὕτώς εἰς στοιχειώδη. Ἕνας 
βασικὸς τρόπος, λοιπὀν, ὑπολογισμοῦ ὁλοκληρωμάτων εἶναι ἡ µέθο- 
δος τῆς ἀντικαταστάσεως. Ἡ μέθοδος αὕτη εἶναι µία ἁπλῆ ἀλλαγὴ µε- 
ταβλητῆς. Τὰ κατωτέρω παραδείγματα θὰ καταστήσουν πλέον σαφῆ τὴν 
µέθοδον. 
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1, Νὰ ὑπολογισθοῦν τὰ κότωθι ὁλοκληρώματα: 


α .... ἂχ β) [(ουνκ --πμχ) ν΄ ημκ -Γσυνχ ἂχ 

κ 

Χάχ Σο χάχ 

Ἰ) ἡἩς απτη αθον 5 ερ ο. 

νο ςὉρ και... 
᾽Απάντησις. α) Θέτομεν νΧ --ι50. Ὑπάρχει ἡ ἀντίστροφος καὶ εἶναι χ--ᾱ/ι--0 

συννχ συννὲ 
καὶ τὸ ὁλοκλήρωμα γίνεται: { ---τι- κ - ΑΞυνΜΗΕ ἁ(τ) -- 
κ νά 


ἷ κα. 
Ξ- α. - Διά! -- 2/συνίάί -- 2ηµί-το -- δημΥΧ --ο, ΨΧεΕ" 


β) Θέτομεν ημχ --συνχ -- 20 ἐπειδὴ δὲ (ημα--συνχ)΄ -- συνχ --- ημχ -« 0 ἡ συνάρ- 
τησις ἀντιστρέφεται καὶ ἐὰν ημχ”-συνχ20, συνχ-- ημκ σε 0 ἔχομεν ἆθ -- (συνχ-- ημα)ᾶχ, 
ὁπότε τὸ ὁλοκλήρωμα γίνεται : 

1 Φ4{ 


[έσυνχ ---- πμχ) α΄ ημχ-Γσυνχ κ -- {νο ἀθ - { ϱ2 ἀθ -- σπα ο Ξ 


3 
. 3 μμ Ἡυρς 
τν πρ Ες Ξ 4/(ημχ-]-συνχ)» -- 6, 


Υ) Θέτομεν χξ--!Ι -- 05, ὁπότε 2χάχ -- 30740 --- χάκ -- -- 0240 καὶ τὸ ὀλοκλήρω- 
9 
4 : μά 3 4 4 8 
χάκ 2 : μ - ζ πμ 
μα γίνεται : ον ος νο πας ες ο {49 --δ θες -- -- κ ΓΙ ές, 
να 52 

δ) Θέτομεν Χ -- 120. Ἡ συνάρτησις ἀντιστρέφεται καὶ εἶναι ἡ χ -- Ε/ίι20, 

εἶναι δὲ αχ -- 2ἱ4ΐ καὶ τὸ ὀλοκλήρωμα γίνεται : 


ο κάν ο ῥ2ὔάί ς . 1 ορ κό 
[πολ [πρ 2 [δα Γσ- πρ) ἂἲ --2Ηδάι--2 Λιάς 
.. 2[αι--2 : αϊ -- τν ὦ---5 ὃν 4-2ἱ ----2]19µ(1 --ἶ)--ο -- 
πρ 3 πα 

- 
--ᾱ-χὃ---κ.2Υκ---219Κ(1- Υκ)ο 


ΑΡΑΔΕΙ ΜΑ 2. νὰ ὑπολογισθοῦν τὰ ὁλοκληρώμοτα: 
[ημ(αχ-Γβλάχ {18 /συνίακ-«βὰχ ο 


« ἕ ἀχ ἀχ 
2χ-1 οα αχὰκ 5 στ οκας. στ. 
(5) /« ) (9 | (α---ρ)ν .{ χὲ ΕΚκ--λ 
᾽Απάντησις, α) Θέτομεν αχ β-ἰ -- αάκ -- ἄϊ καὶ τὸ {/ ἡμ(αχ-Γβ)άκ γίνεται 


. 1 Ι 1 1 
{[(1μυ ία αί -- ο ᾗπμιάι ειν συνί--ο Ἔ-- --- Γα συν(αχ-Γβ)-Γο. 


| 
ν 


ο - 


β) Θέτομεν αχ--β --ἰ -- αἲχ -- άί καὶ τὸ [συνίαχ|-β)άκ γίνεται 


{ Φε, Ι ”.- | 
[συνὺ-ς, αϊ - τ ] συνι ως” ημέ--ο-Ξ . ηµίαχ--β)-ες, 


Υγ) Θέτομεν αχκ--β ξτ -- αἲχ «- 4ϊ καὶ τὸ [6αχ Γβάκ γίνεται 


ι 


ος 1 
) οἳ --- αί -- ) εἰάϊ -- οἵ---οΞ μἳ θακ{β--ς, 
α α α α 


δ) Θέτομεν χἲ--κ -- {-« 2κάκ--ᾱκ -- «ι -» (2κ--Ι)ὰκ «- αι καὶ τὸ [(2κ-- 1δοῦάκ 
γίνεται [οιαί Ξ- οἳ-|-ο -- οἱ υσες, 


ε) ἸΕὰν ν γ Ι θέτοµεν χ--α τί -- ἀχ -- 4 καὶ τὸ ως γίνεται 
πο, 
ται ών λα λλκὶ Ι 
ολ μι ῇι αἱ -- --- να. Ὅπσα Το. 


᾿Εὰν δὲ ν -- 1 θέτοµεν καὶ πάλιν χ--αξι -- ἀχ-- ἀὶ καὶ λαμβάνομεν 
άϊ 
κ Ιομ]{|--ο- Ιοβ|χ-- α|--ο. 
στ) Διακρίνομεν τρεῖς περιπτώσεις : 
1) Ἐὰν αἱ ρίζαι τοῦ παρονομαστοῦ εἶναι πραγµατικαὶ καὶ ἁπλα]ι. 
2) ᾿Εὰν εἶναι πραγματικαὶ πολλαπλαῖ, 
4) Ἐὰάν εἶναι µιγαδικαί. 


στι) Ἔστω, πρῶτον, ὅτι αἱ ρίζαι ρι, ϱρ. εἶναι πραγματικαὶ ἁπλαῖ, τότε ἀναλύομεν 
εἰς μερικἁ κλάσματα κατὰ τὴν ταυτότητα 


1 κ. ! νο Ἡ 
κ κκ ελ  (-ρι)(Χ--ρ)  Χσρι . Χ--θ 
ὅπου τὰ Α., Β ὑπολογίζονται ἐκ τοῦ συστήµατος ΑΒ --0, Αρι-Βρ. -- --ἰ καὶ ἔχομεν; 


/ ἀχκ (3 νως Β γα -α [ος 4 Γι ον ο 
ϱ χ’ Γκκγλ τρι . κ--ρα κ Χ--ρι ον Χ---ρ. 


Ξ Αἰορ|κ--ρι] - Βἰορ|χΧ---ρ.ε[ -ἵ- ο. 


στ) ᾿Εὰν τὸ τριώνυµον ἔχῃ διπλῆν πραγματικὴν ρίζαν, τότε τὸ ὁλοκλήρωμα γί- 
αρ { αχ . ἀχ κα 1 
: χΣ--Κκ--λ. ο) (κ--ρ)ὲ (--ρ) 


-- 


στ) ᾿Εὰν τὸ τριώνυµον ἔχῃ µιγαδικἁς ρίζας, τότε κατὰ τὰ γνωστὰ τίθεται ὑπὸ µορ- 
φἠν ἀθροίσματος δύο τετραγώνων τῆς μορφῆς : χ.--κχ--λ τς (κ-- ο)” ἡ- βὲ (1) ὅπου 
τὰ α,β ὑπολογίζονται ἐκ τῆς ταυτότητος (1). Θέτομεν χ--αΞ βί -- ἀχ Ξ- βάί καὶ 
ἔχομεν: 


/ -... ας βάι 1 / αι α μας: 1 τοῦσε Χ---ᾱ- . 
αν τκκγ βατ ὸ πο πρ Ι 
| Σημείωσιο. Ὁμοίωῶς ὑπολογίζονται καὶ τὰ ὀλοκληρώματα /ημακσυνβχάχ, 


ο ηµαχημβχάχ, /συνακσυνβχά», α, βεξΕ ἢ γενικώτερα τά: 
3 )ημίακ-|-βλημίγχ-/δ)άχ 2) /ημί(αχ-Γβ)συν(γχ-εδ)άχΧ Υ) /συνίαχκ-Γβ)συν(γκ--δ)άχ 
Διότι βάσει τῶν τύπων : κα. 
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Άημµαημβ -- συνία--β) --- συνία --- β) 

2συνασυνβ -- συνία--β)-Γσυνία --- β) 

2ημµασυνβ -- ημία--β) ἡ-ημία --- β) 
ἀνάγονται εἰς ὀλοκληρώματα τῆς μορφῆς : 


[Γημαγβακ ---- . συν(αχ--β)--ς, [ συνίακγβνκ -- . ηµίαχ-β)--ο 


13. 3 Τύποι ᾿Ολοκλπρωμάτων.͵ 


ἳ Α. Ολοκλήρωμα ρητῆς συναρτήσεος 


9 


Ορισμός. Μία συνάρτησις [ καλεῖται οητὴ ὅταν ὃ τύπος αὐτῆς εἶναι 
πηλίκον δύο ἀκεραίων πολυωνύµων τοῦ 0. 


Συμβολικῶς: 
ο. Α(0) αν ”-αν-ια”Ἱ-. ο, Γαμῦ-Γαρ (1) 
β(α) ο β Έβι Ε νε, βια-Εβη 
ὅπου ακ, ῥι, .Ξ 0, 1, 9)... Ἡ, ΛΑΞ 0, 1, 9,...,µ ποαγματικοὶ ἀριθμοὶ μὲ 


ανβμ πε 0 καὶ µ, νεΝ. 


Ὡς γνωστὸν κάθε κλάσμα τῆς μορφῆς (1) ἀναλύεται εἲς ἄθροισμα 
ἁπλῶν κλασμάτων. ἐὰν ὁ βαθμὸς τοῦ ἀριθμητοῦ εἶναι μικρότερος τοῦ βα- 
θμοῦ τοῦ παρονομαστοῦ. Ἐὰν δὲ ὁ βαθμὸς τοῦ Α(Χ) εἶναι μεγαλύτερος ἢ 
ἴσος τοῦ βαθμοῦ τοῦ Β(κ), τότε διὰ διαιρέσεως τοῦ ΑΣ) διὰ τοῦ Β(κ) εὑρί- 
σκοµεν πηλίκον Π(ς) καὶ ὑπόλοιπον υ(χ) ἔτσι, ὥστε: 

πο Ξ πίχ) -ἵ- .- ὅπου βαθυ(κ) «βαθβ(χ). 


Ἑπομένως καὶ πάλιν ἡ ρητἠ συνάρτησις {ίκ) ἀναλύεται εἰς ἄθροισμα 


υ09) 


ἁπλῶν κλασμάτων δι’ ἀναλύσεῶς τοῦ κλάσματος Β(ο 


Αα) 
Ε(χ) 


Διὰ τὴν ἀνάλυσιν τοῦ κλάσματος {χ) -- μὲ βαθβ(ς) -» βαθΑ() 
διακρίνοµεν τὰς κάτωθι περιπτώσεις: 


α) ᾿Εὰν τὸ πολυώνυμον Β(Χ) ἔχη µόνον ἁπλᾶς ρίζας Ρι, βο, ..., βµν 


8 ΑΧ) Α(Χ) οι ϱ, 
τότε: ο -ἵ---ἀ--- - ες --- Ξ 
Β09) βµίΧ --- ρι) (Χ--ϱ) ... (--ϱν) ἅ-ος  Ἕβο 
ου. τσ ον. ὅπου τὰ 6, 6, 6., ..., ϐµ ὑπολογίζονται διὰ τῶν γνωστῶν 
ο ἕμ 
μεθόδων. 


β) Ἐὰν τὸ πολυώνυµον Βίκ) ἔχῃ µόνον πραγματικὰς ρίζας ἁπλᾶς ἢ 
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---- Α(9) Α(Χ) οι 
πολλαπλάς, τότε: .-- τα, με κο θλις 
Βα) ο βια-- ο) α--ρο"...α-τριλ  κ-ρι 
δν τοι 64 πώ εκὶς πα ον πμ κ ἠλρά 
Χ-τρο (κ --τρν)” «γρ  (α--ρ)  --ρ) 
Ἔ πως ὅπου τά «6 Ορ... Οχ.1, σ1, .-« ολ ὑπολογίζονται κατὰ τὰ 
(ἄ--ρι)" 


γνωστὰ καὶ τὸ ἄθροισμα τῶν ἐκθετῶν τοῦ Β(Χ) ἰσοῦται μὲ µμ. 


γ) Ἐὰν τὸ Β(Χ) ἔχη τὴν μορφήν Β(Χ) -- (χ---αχ--β): μὲ αξ--4β «0, 


: Α(Χ) Α(Χ) οιΧ-|-σ'ι ΟρΧ-ι ο ο : 
τότε: κο ο πππανς Ἕ ποτ το η 5 ο ερ 
Β(9) (”--σκ--β)” χὃ-|-αχ-|-β (κὔ-Γ-αχ--β) 
οιχ |-σο', - : ; : ο ς 
ον ακβν ὅπου τὰ ϱι,σ]ι,ορ,ζ ο... ο, οκ ὑπολογίζονται κατὰ 
τὰ γνωστά. 


ὃ) ᾿Εὰν τὸ πολυώνυμον Β(Χ) ἔχη ρίζας προγματικὰς καὶ µιγαδικἁς ἆ 
πλὰς ἢ πολλαπλάς, τότε: 
ΑίΧ) Αί(9 Αι 


πο τπανητο ςππωπό πστνς τς ----------- -- 
Β(9) (κ --ρι) ... (-ρε)” (κὔ”--αχ--β) ... (κὔ-γαικ--βι)λ Χ-τβι 
ών ο Βι ον ο ο οοπὰὰ .-- ΓΙΧΓΓο μα. 
απο  κκδρις («--ριά  Χἲ -οχ-εβ 
κώνο οἱ 1 Διχ--ΔδΑ τ . γ 
πα εις Ἔ σορ--ππα-τε, ὅπου αἵ σταθεραὶ Αι. Βι, Β.,..., 
χ” ΓΓαιχ-Γβι ἵ, (κὔ-Γαια----βι)" β κο. 
Βι. Γον Γιαν «νι Δρ Δεν... Δι ὑπολογίζονται κατὰ τὰ γνωστά. 


10). 


ο τ , « ο 8 
Κατὸ συνέπειον κάθε ὀλοκλήρωμα τῆς μορφῆς | Βία). ἀχ ἀνάγεται 


εἲς τὸν ὑπολογισμὸν ὁλοκληρωμάτων μιῶς τῶν μορφῶν : 


αχ 

1) { αχλά 2 αν 

) / σάκ . ο -ᾱρ 
ἂχ Κχ--λ, ᾿ 

3) / τπτ 4 | προς ὃν εὸ ᾱἳ- Ίβο 
Κκ--λ 

9) ππτο επ τηα ἀχ μὲ αἲ --4Ρ-0. 


Ἔξ αὐτῶν τὰ (1), (2). (8), (4) εἴναι γνωστὰ (Παράδειγμα 2 σελ. 183) 
τὸ ὀλοκλήρωμα (5) ὑπολογίζετοαι ὡς ἑξῆς : 


ι ὦλ 
άλμα. κ κ λα... - 
"αραβ ο 2 (αξ--αχ---β)" ἡ δι 
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ο κ ο Γακ-γβ ον ο] { αχ 
τα 9 (ὔ-Γαχ--β)" η (κὔ-Γακ-Γβ)" 


-α(χ” αχ β ιν τει ---υ-.- 
αππωαβρ 2 κ / (4-γαχκ--β)" 


ο ο Γακ-γβ-» κ (2λ ϕ ο. μά : , 
ο πι δα τς ο) | πο κ ὦ αν 


2 ος ᾿ ; Χ μας 
πα μι σα -- 3 
ποµένως νὰ ὑπολογίσωμεν τὸ { οστοκτβ μὲα β-0 


κ ον ος αι, ος 
Εἶναι καγῤ- (κο) μι καὶ ἂν θέσωμεν 


Ν4β- -ᾱἳ ν4β- -ᾱἳ 3 “ ἀχ 


κ -|- 
ο Ἱ πα τρ 


Τὸ ὁλοκλήρωμα Ἰμ -- η σετ διὰ µ -- 1 εἶναι γνώστὸν καὶ ἴσον 


1-8 6 1 


κ. 
2 


μὲ Τι Ξ- τοξρεφχ, μὲ µ-ε { δίδει ἶμ -- αμ αί -- ἄτδε αί --- 
8 1 εοιάί 
. ἠπεενε 4ἱ -τΊματ- 2 --. στ Ίμ-ι 
1-μ] . εδ] -- 2)]--μ 
ον η 4ἴ-]μι--- 3 ίι νας μμ ος αμα τι) Ξ- 
-ᾱμἩ Ἱ) --μ Ἱο --μ 
1 ι | αί 
το µας τω πως ο πε ο πηππε ππα σα... 
οι απο κι αρρον 
εν ώκκον. αι. 
2(1--μ) ος 2(1--.) 
-ᾱμ--3 ί ' . 
: μάς ο κος τα, 
πμ μπν τι ποπ μμ 


ΠΑΡΑΛΕΙΓΜΑ. Νὰ ὑπολογισθοῦν τὰ ὁλοκληρώματα: 
α) [ανα κ --ᾷ ἅν β) [ὴ χδ {2 4κ } { χν-- δα” Γὸχ--- 18 
(α--τ) (3 -3χ-Γ6) πο αγ -- 2) 


᾽Απάντησις. α) ᾿Εκτελοῦμεν τὴν διαίρεσιν αδ--1 : (Χ --- 1) (”--2χ--6) καὶ τὸ ὁλοκλή- 


Όμα γράφεται : Πο ἴπνος- ώρα 3 {άχ--- Ἱ 2χ"-Γὃκ---Ἰ ἂν 
ρώμα γραφ : απο κ το) ᾱκ- -Ὁ 4 Γ2χ-Γ6) ε.α 
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δή 
πεχ--- { ον / ολ κ μι ἀχ, ὅπου τὰ Α, Β, Ι ὑπολογίζονται ἐκ τῆς ταυτότητος 
χΧ--- ἰ Χ"--2χ--ό6 


πώ ο ο αι ο ο καὶ εἶναι Α 4 Β κα. ως. 
α ὑράνβκσον π Ἱ  πρακτό αἱ 8 Ν.Ε... ο κα. 
4 / νι ο ανά ς [πτ { ϱ Ιἰκγ2θ - 
ο λε πισω. Ἡ ὠνμος πια κ ταεπακ.. 
ών 
11 1" "1 
πχ Ιο8| κ--ἰἰ---ς 1 πετ ῖονς οκ κε -τ Ισκ--Ί]--πα 
2χ .  οᾱ-μλκ-κόγ-ε -- -ᾱ 
κ ἀχτκχ-ε | 1 ἱκ--]--] αχ -- 
ον πλ χα, σετ 
1 1 25 ρὰ(α3--2κ--6) 
δα ΙσιααἱαιῬ πι οσο εαν 


---- 3 Ιομρ(χ”-Γ2Χ-Ι-6) --ο. 


β) Μετὰ τὴν διαίρεσιν ἀριθμητοῦ διὰ τοῦ παρονομαστοῦ τό ὁλοκλήρωμα Υίνεται: 


χΣ--2 ὃ. προ κλ-.-2 χδ 
-τ- αχ -- Ξ- αι άδειας ᾱς----ᾗ 
.- ἀχ πς τπαη. ) αχ {[χὴ αἁχ -ἰ- μα σσ ον αχ 3 
{ ο. 3 λος: , ὅπου τὰ Α, Β, Γ ὑπολογίζονται ἐκ τῆς ταυτότητος 
5. 
ποσο παστιη τς Τ ΕΕ καὶ εἶναι Α -- {, Β --0, Γ-- --ἰ, τὸ δὲ ὅλο- 
ἃ : χ5--2 χὸ ἀχ ἀχ 
κλήρωμα γίνεται : Ξ ' 


ὃν µη 1 
χὺ- « ι ὅπης ε ποοκώ. Ἡν ο μι κο. 


αχ : 1 4/3. ο : ; 
μαο ππετντα Θέτομεν χ-- ποπ {-» ἀχ ν] 4ὲ καὶ λαμβάνο 


8 3 2χ--1 
.. 3849 τοξρεφἰ-Γο Ξ- Σ 4-]οδ|κ-- 1| --- 2ν3 τοξρε (ς --) Το, 


3 /38 
. χὰ ----δΧ”3Χ--1δ Α ο ος ο, --- 
Ομ ρεδμεν παρ πα πα ο , 
“μα εόμι χάσμα δα ενω 3 -- 
.. Ἕτη καὶ εὑρίσκομεν: ΑΞ- εν αν 0, ος Ξ 1, ς, 8. 
"Αρα { χδ----. θχ”-|-2χ πω θά αμ στι πι ... κι αχ ολ 
νι πππσσο 4 -ᾱ ςε κο) α- 
ἀχ 1 1 1 αι. ἃ 
-- Ετος ΕΝ πω ως ο). ὃν 
.[ σπα α- Ἰοβ[Χ 11 -ε -ᾱ- Ιοεί κ--δ] --- ασε ρα πος 
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Ρ.) )Ὁλοκλήρωμα τῆς μορφῆς / Κο ν Ίος -Γλ) ἀχ 
ή ο. 


ὅπου Κ ρητὴ συνάρτησις τῶν κ. κ κκ.) 


Ταῦτα ὑπολογίζονται διὰ τῆς ἀντικαταστάσεως νΚκ--λ --ε-- Κχ«λ -- 
ευ . ςὁ ς ς 
ες ὧχ -- ς 4ϊ καὶ τὸ ὀλοκλήρωμα γίνεται : 


{Ε:, νο Γλ)ὰκ Ξε [ί -- κ - αϊ -- [1{0α:, 


ὅπου 9 ρητὴ συνάρτησις τοῦ {. 


ΠΑΡΑΛΕΙΓΜΑ. Νὰ ὑπολογισθοῦν τὰ ὁλοκληρώματα: 


ἀχ 
9 / πι Ἡ β) {αν 2κ--3ὰκ 


᾽Απάντησις. α) Θέτομεν ϱχὸ-- 1 τς 10 κε χδ---{ -- τἲ -- 2χάκ -- 2ἱ4: «. ἀχ -- κ ες 


άϊ στο 
χ5θ ἑπομένως [τρ πες -[α [ποτ Ξ- τοξρεφί--ο -- τοξµεφ(/χὸ---Τ)-Γο, 
β) Θέτομεν γ/2χ- 3 Ξετῶ0 -ο 2χ--3 -- ὦ -- 2ἆκχ -- 2ἱάΐ -» ἂχ -- ἰάϊ καὶ τὸ ὁλοκλή- 
ρωμα γίνεται {χ Α/2κ---ᾱ ἂχ -- [χίάι -- [η ον σαι -- : [ναι 3 : [ναι --. 


μα οχ. 1) 
κ δν ας ὧν (ν2κ--3) ες (ν2κ--3) ώς 
1ο 2 10 2 


ν 


κ.' ὴ μπα 
Γ Ὁλοκλήρωμα τῆς μορφῆς: { κ (κο ) ἀχ 


ν 


(ὅπου Ε ρητὴ συνάρτησις τῶν χ, 


και 


αχ 

γχ-Γδ 

Τὰ ὁλοκληρώματα τῆς μορφῆς αὐτῆς ὑπολογίζονται διὰ τῆς ἀντικατα- 
ν 


Β αχ--β .. - δί᾽--β Ό-ι 
στάσεως πας Ἑ ε --ΧΞξ αχ -- ν(αδ---ΡΥ) -------τοτο τα ΠΡ 


γχ-Γδ α-- γι’ 
ὁλοκλήρωμα γίνεται : [κ (α γε) ἀχ -- [κ (ον αλα ον” ὃς) ν(αδ---ΡΥ) 


ο 
άϊ -- ) Πθαάι, ὅπου {θ ρητὴ συνάρτησις τοῦ !, 


4ΐ καὶ τὸ 
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ. Νά ὑπολογισθοῦν τὰ ὁλοκληρώματα : 


χάκ 2Υκ1/1-χ 
ν / σα ϱ [τες γετς ον 


νχ-μί 
᾿Απάντησις. α) Θέτομεν η χο τί {κ κὸ-ξ! -- ὢ -- 2χᾶκ -- 3άι καὶ ἔχομεν : 
ο . . οι Ξ- : [ται - ο δ Γςο-- ας Ἔς- λος 
νχὸ-Ι 
β) Θέτομεν τς Ξ1350, ---ἲ«χ«1 καὶ λαμβάνοµεν κ -- ατα . ἂχ -- α- 
ὁπότε [πο Ἱσακ -- ο. ε ο. 4ϊ -- --- 2 ον αι - 


---2[ᾗι πμ τπε-ππ]α- 2αι ω. ο α[ασα- | 


1 1... 
Ξ.--2ἰ-- 2τοξρεφί--4 (απ 3 τοξυεφι)--ο Ξ οί ο. τε. Π Ἔσξ ο. ο 


ᾱ. Ὁλοκλήρωμα μὲ τύπον: /κα, γακδγβχ-Ι-γ)άκ 


που Ἐ ἰ ρητή. συνάρτησις τῶν χ, νακχξ-Γβχ--}). 


᾿Διὰ τὸν ΄ ὑπολογισμὸν τῶν "δλοκληρωμάτων αὐτοῦ τοῦ τύπου διακρί- 
νοµεν τρεῖς περιπτώσεις : 

α) ἘἜάν βὲ--- 4αγ -- 0, ὁπότε ἡ Ε εἶνοι ρήτὴ συνάρτησις τοῦ κ καὶ 
τὸ ὁλοκλήρωμα ὑπολογίζεται. 

β) Ἐὰν β-- 4αγ350 τὸ αχ”-Ι-βΧ-ΓΥ ἔχει ρίζας Ρι͵ ροεξ. μὲ ρι 7 ρ, καὶ 
τότε θέτοµεν ν΄ α(κ---ρι) (κ--ρν) -- (Χ--ρι)ί -- α(κ--ρ) Ξ-(κ--ριέ --κ-- 
ορ” -- ἄρο 

ἅ--α 
εἰς ὀλοκλήρωμα ρητῆς συναρτήσεως. 


ί : 5 νο 
, ἆχ -- 2α(ρο ρα ως ἄϊ καὶ τὸ ὁλοκλήρωμα ὀνάγεται 


Υ) Ἐὰν βὸ---4αγ-.0, τότε νὰ ναχΣ-βκ-ΕΥ-- να(κ--θ -- αχξ-- 
α͵ξ--- 

της, 
κλήρωμα ρητῆς συναρτήσεως τοῦ {ἑ καὶ ὑπολογίζεται. 


ΕβΧ-ΓΥ -- α(κ---θὰ -» χ-- ὁπότε καὶ πάλιν ἀναγόμεθα εἲς ὅλο- 


Σηµείωσις. Ἡ ἀντικατάστασις ΨαχκΣ]-βΧ-ΓΥ -- ναίκ ---ἰ) δύναται νὰ 
ἐφαρμοσθῇ καὶ ἂν β ---4αγ:-0 καὶ α.»0. 


ΠΑΡΑΛΕΙΓΜΑ. Νὰ ὑπολογισθοῦν τὰ ὁλ. αν ο 


χ--ι 
ον ας / 3ττΓᾶχ Τὰ [στ Ὃ ελα 
ων -- επ λμι κα ΑΣ ΜΕΝΙ ρ ΥΕ 


᾽Απάντησις. α) ᾿Επειδή τὸ τριώνυµον χὲ ---3χ-Γ2 ἔχει ρίζας τὰς 1, 2 θέτοµεν 


δ) [ν 119. ὁς 
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κ μμω» πως) 
να- Όα- 2 -α- Όϊ -- κ--2-- (κ--1)ὁ -- κ πι αχ -- αν καὶ τὸ ὁλοκλή- 
ωμα Ἰράφεται: --2[ὦν ϱ αι -----ᾱ- ,[α - -- [ας ο. 
ο μα δε ο τπτ στ 
αι 5 1 5 1 5 
σοσσττς -ᾱ --- ἔ---ᾖ [ιο -τς-ἰ-ῄ μα -- Γς----- 
(0 ῦξ ο τω χα ρολ κα. ώς ος 
μι |-- πμ. πμ. ο δ 
1ος λα 1 κα Έτ) αλ ι-- η 2 
1ος πει. νε Ἡἲ | ο, ----- ἝἜ ..- - το, 
| κ” Άκ-ε2 2 --- ια] α/χὴ- -ὀκ--2 -- Ἱ--κ /κὸ- ἃκ--2 -κ--ἲ 


β) Ἐπειδὴ α -- 3:50 θέτοµεν / 3χ.-ὀχ-Ε{ -- γδ(κ Όκκχ-- ρα, αχ -- 


ο κν . ωστε. 285 88Η 
ον 4έ καὶ ἔχομεν : [ν 3χ3--2χ-Ι-1 ἀχ -Ξ --- σ σι ΓΡ ἁϊ, τὸ 
ὁποῖον ὑπολογίζεται κατὰ τὰ γνωστά. 
Υ) Εἶναι α -- ---Ιἰ-«0 καὶ ρίζαι τοῦ [---χὲ τὸ 1, ---ἶ θέτοµεν ἄρα ν΄ ---κὲ -- (α-Γδέ-» 
ν ῃ 8 αν τν μλ στα. ο μι 4 Ξ-- 4ϊ ἱ 
59 (1 χα) (1 --κ) 5 (1 --χλις ες» 1 --χκΞξ(-γσι κ σσ ο μι άί καὶ 
αχ ο ας ιτ --ᾱἶ -α, 1-ὅ ' , 
[σεν ο Ξ [πατα σι .ῶρ αἱ -- --{τρᾶ ἀἱ θέτοµεν τώρα 
1 1 αν 6 πα 
πα ν, Ν. Έτ ο αμ Στ ».. ος κ ες. .α 
πο φ -- ἀφ ( . ν ) αι καὶ ἔχομεν σπα αί Τ νά άί 
ι 
4φ 1 φ 1 ἐ-- 
αμ, πω ες Εμ ωε, ο. μα ας ο 
{ τρ] ος δρ το ο οξίφ ορ πο 
ο 1 / --κν2 
ου... τοδυοφ ς νο ) α 
δ) Θέτομεν ν1--Αχξ --ἰ-- κ --κ πα ᾱκ -- δι ἀϊ καὶ ἔχομεν 
2ν31᾽ 2ν3 
---- ὃ-] 6-1 .. κι 1 
1 --2χξ ἂχ -- [τν πέν - αἱ -- - - αί -- ----- 
κ ω] ας) 2ν39 4νλὸ 4ν 3 
2 1 1 1 1 
|. μας 9 --- ; -ᾱ--- --. 
πα σαὶν, ος) αί νε μι μη 1ο ὄνη {ο 
1 [ενα Φ/1--3κ2 - - 1 
---- «Ε 2Ιοβ(κν 3 -- 1-29) ---ἵ-------| ο 
4ν3 3 2(κν3 -- 1 ή-2χ3) 


Σηµείωσις. Διὰ καταλλήλου μετασχηματισμοῦ ὁ τύπος { Ες, ν ακξ--βχ-ΕΥ) ἀκ 
ἀνάγεται εἷς ὁλοκληρώματα τῆς μορφῆς / Ε(κ, 1 -- κ» ἀκ, { Είὰ, Υ/χξ-- 1) κ, 
ΓΕ ΥΓ - χθ) ἂκ. 


--- 192 -- 


ί δν Όλοκλ .ηρώματα μὲ τύπον: { Ες, ναχ- αχ--β, νΥΧ-Γδ) ἄχ 
ὅπου κ ρητὴ συνάρτησις τῶν ΣΧ, να αχ--β, νΎ) ΥΧ-Γδ). 


επ. ὁλοκληροῦνται διὰ τῆς ἀντικαταστάσεως γ. οχ--β-- {- αχ--β-- 
Ξ- 15, αχ -- 2ἱ4ἱ, ὁπότε ἀνάγονται εἲς ὁλοκληρώματα τοῦ τύπου 


[κ δν ογνης Ἠδαδ) ἆ αι 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ. Νὰ ὑπολογισθοῦν τὰ ὀλοκληρώματα: 


χ -Γ γα--Ί χάχ 
α) πο οτε ἀχ β) κκ φασεωπατ --- - 
γχ-ϊ γ/Χ-ΓΣ -- χι 


εσσκσες χ 
᾽Απάντησις. α) Θέτομεν κ -ι-- κ-Ι--ίδ, ἀχ--2ιάι καὶ ) 


ἑ- [ον 
απο - «214: -- 2 { (α- Ι -- νᾶ- 2)άι. Θέτομεν ἓν συνεχείᾳ νᾱ-- - 


---ᾱ  Ἡ / φῇ---2ϕὺ -|-4φ'-|-4 
2φ' ἆφ καὶ ἔχομεν 2 πμ ᾿ 


ο. π «ανα λε ήν-θᾱν, 
--- ας (νκτῖ-- ναι (νκτῖ-- 
--νκ- ο (νκτῖ-- να-ῖ) αΙοεἱ νκΙ-- νκ-ἳ|-- 
1 ι ὶ 2 ι 
αρ να (να νκ-θ 3 (ναι να 
β) Θέτομεν γ/Χ--2 --{-. χ--2 -- 8, ἀχ -- 2141, ΧΕΙ - το - ΥΧΕΙ -- ναι 


ος ι- 


Ι κο 
Τ]οειφ| φ τ 


καὶ τὸ ὀλοκλήρωμα γίνεται : / ο αι - 2 εν ἀϊ, ἐὰν καὶ πά- 


πω ΕπΝ κο τα 


--- 1 σ-] 
λιν θέσωµεν γιξ- ῇ --ι- ϕ-- ιἲ--ἰ -- ὁἰ- 21 φὲ κει νι -- ἆφ καὶ 


ἔχομεν μετὰ τὰς πράξεις: --- 


4  Κ(ῃ2.Ι.. 2 . σ(ρά. σι 
ια όφ'-« (1 Εφ αρ... (0) σφ- σφν τὰς 


φ' δν φ' 
ο. δι 5 αρ. ο ης 
8 [αφ -ς ᾖ[αυ -- ς]ο ϐφ-- 5 [ο οφ παπιρ Ἔτο Ἡ-- 
5 Ἱ .Ἡ θκς. ε 
ας φ-Ἱ-Ε ὃς φ-ὅ--ο -- --- σα (νκ--λ-- νκ--ἰ) -- 3 (νχδ-- νχ--Ι)-- 
5 1 πμ ' ας 
κκ πέρας μη --ε κι στ ο --- Τ 
δ ϱ/χ--2-- γχ--] 24. (νχ--2-- νχ--) 
ΣΤ. Ὁλοκληρώματα μὲ τύπον : ῃ Β(οσσ)αχ 
Ὅ. (ὅπου Ἐ ρητὴ συνάρτησις τοῦ επ). 


Ταῦτα ὑπολογίζονται διὰ τῆς ἀντικαταστάσεως ϱαῖ -- { -ο αχ -- Ιορί, 
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... . κ ἲ 
αὐκ-- αν ὁπότε ή Ε(ε9ὰχ -- τ ο / βὺάι μὲ {) ρητὴ 
συνάρτήσις τοῦ {. 


ΠΑΡΑΛΕΙΓΜΑ. Μὲ τί ἰσοῦνται τὰ ὁλοκληρώματα: 


δἳ: 


α) κανω κ β) νεἲ- { ἀχ 
[ γ΄ εἴ  --66ἳ” 1-10 


ἱ 
᾿᾽Απάντησις. α) Θέτομεν δει «ο 2χ--]οςι, 2ἀΧ -- 4ϊ καὶ ᾗ πο. 
4/91Σ--66ἳ --ἴθ 
1 
- ἀϊ -- -- / Έρως τε πεβά τς 
Γοπταττο 2ἱ ο 249 γ/-6ι-Γ10 


ο] να! 
-- : 1ορ[(ι--3) -- ν.--3)1--Ι] --ο -- : Ιορ[ε. 3 -ἰ- ν(ε:--3)2--1] --ο. 


β) Θέτομεν ο. --{-» κ ]ορι, ἂχ -- ἁἱ καὶ [νο.--ἱ αχ -- {νε 4 --- ᾱι θέ- 
τοµεν ἐν συνεχεία γ-- { -- φ.»0, ὁπότει --Ι -- φῇ, αι -- 2φάφ καὶ να, 
1 φ;--ἷ---ἲ 
9 -.ο ες -- 
| εα-α- [ο με: 29409 [ήρν- 1[ πετ 
Ξ 29φ---τοξιεφῳ-Γο -- 2ψ/εἳ---Ἱ --2τοξρεφνο- 1 --ο. 


: ) πολ οκηῥόμα τῆς μορφῆς: 


ερ με... «ο ην 


κι 
ακ--β δις 1 τη 
κο ΙΥ ο ο ΑΗ, πο) , 


---- στι κρ 


ώ : : ὃν 1 /αχ--β 
Όπου Ε ρητὴ συνάρτησις τῶν κ, γ αν 1 Ἰακκβ ι , 
σος Υ Ίκ{δ γ γΧΓδ 


αδ --- βΥ 50 καὶ Κι, Κ., ..., Κρ ΕΝ. 
Τὰ ὁλοκληρώματα τῆς μορφῆς αὐτῆς ὑπολογίζονται διὰ τῆς ἀντικατά- 


ν 


Γ αχ -ς ος ξος : : 
στάσεως γτερε ΞΞΤ, ὅπου ν τὸ ἑλάχιστον κοινὸν πολλαπλάσιον τῶν 
{ 
ΕΕ, όν Κοι 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ. Νὰ ὑπολογισθοῦν τὰ ὁλοκληρώματα: 


σι να 1 -χ 
3) ] . ἀχ β) ως δα 
1 Εν πε... 
6 --- 
᾽Απάντησις, α) ᾿Εδῶ ε.κ.π. τῶν Κι, Κο εἶναι τὸ 6. Θέτομεν λοιπὸν 9 χΧ Ξί -ο χςί5δ.» 
/χ 
5» ἄχ Ξ- 6ίδάί καὶ λαμβάνομεν { κα ἀχ [ος 6δάι -- 6 [μς μτ] 4 
1-- ος Χ 


13 


ο τα 


ο ὅ 4 π μα. 


-6ᾖ[ι πο να πψν )ά -6 . --δ-ς- Ἔδιι ἑό- δλδ. 


ΣΕΤ 7 5 4 2 
2(-]- 
--δι--ό [ντ] ἴτ--- :ὐ Ἔ : 5 εούὐ---313---6ι -- πα ἄϊ -- 
παν τας 5 -- κο 6-26---δ:2---6ἱ-:-3]ορ(ιξ -Ε 1) --Δτοξυεφί -- -- ανα ). --- 
δι οί. ἃ : 
τν) πα (να) καν καν} -ο(ν κ) θΙος (1) Μοξιρον κ. 


β) Εἶναι ε.κ.π. τῶν Κι, |, τὸ 6. Θέτομεν λοιπὸν στ -εξ -- 1 Γκ -- 1δ αχ -- 6δάί 

αν νι τις μμ μμ. .ᾱ αμ... ἒεκς 
καὶ χ-ό πρ 6 [(υ--ι -τδ---ἶ -- αρ] 1 τ] --- ς ιδ-ι- 
{1 λαο 


δν 6 ὁ δ- 
215---6ἱ --- δτοξρεφί--ο-- 6 πα κ! -ᾱ Υ(ΧΓ5 -- ότοξρεφνΧ-1 -Γ-οι 


{πο 


6 1, Ὁλοκληρώματα μὸ τύπον: Γκ λ(ω-εβνὰκ 


(ὅπου Κ, λ, µε καὶ α, βεΕ) 


Τὰ ο ιβοταια τῆς μορφῆς αὐτῆς ὀνομάζονται δυωνυμικἀ καὶ ὕπο- 
λογίζονται µόνον ὅταν οἱ ρητοὶ Κ,λ. µ πληροῦν µίαν τῶν κάτωθι σχέσεων: 


: ω Κ-ςὶ 
ὃ µε, 1) εν τεΖ, 11) τμ -Έ 8) εζ. 


Διὰ τὸν ὑπολογισμὸν ἑνὸς δυώνύμου ο. θέτοµεν 
1 - 
σ9 ος ο 
χι - αντι λχλ! ἀχ-- αι -- κ «ἀι. 
- λ, 
Μετὰ ταῦτα γράφοντες τὰς δυνάµεις ὡς ριζικὰ καὶ ἐξάγοντες ἑκτὸς 
αὐτῶν τοὺς ὑπάρχοντας παράγοντας, καταλήγομεν εἰς ὀλοκληρώματα, τὰ 
ὁποῖα δύνανται νὰ ὑπολογισθοῦν κατὰ τὰ γνωστά. 


ΠΑΡΑΛΕΙΓΜΑ. ἣΝὰ ὑπολογισθοῦν τὰ κ ος 


Ι 
οπου κος β { .-. ας 9. [ας αχ) νας 
«πά «ναθ ναι 
᾽Απάντησις. α) Εἶναι ια ο τας καὶ ἐπειδὴ µ.-- 1 ὑπολογίζεται. Θέτομεν 
χ2{1 κ 5 


ή 


ο φ , 2-- 
ο κ. 1 ἀϊ -- 


21 0) 
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κα αι: πες καὶ μὲ Μί-- φ”»0, ἐ-- φὸ -- αι -Ξ- 2φάφ λαμβάνομεν 
2φάφ. ο ἀφ 
3 ο. ι απο σσεσε σπτκςς πα ο 5 τς -α 
λος πο 6] αο--6 [ Γδρε -- 6φ-- τοξυοφφ ο 
6 6 
--6γ--- 6τοξρεφγ { --ο-- όν/Χ--- ότοξεφνχ --ο. 
1 1 1 
β) Εἶναι [κ] ο ) 2 ᾷχ καὶ ἐπειδὴ Κ -- ο. λε 3 μὲ ο. --4 ὑπο- 


3 μι ᾱλ. ον 
λογίζεται, Θέτομεν ΎΧ --{ἰ -- κ -- ἴὃ, ἄχ -- 2ύάϊ, ὁπότε [. ν { κ τ) 2ᾳκ-- 


1 1 
- [κα -ὐ 29 -- 3 [δα-0 24: -- 3 ος ἔάϊ καὶ μὲ ΥΓ Τί ϕ-- 
1--ι 


-- 4ί -- 2φάφ λαμβάνοµεν 3 .... 6 [9-- 3φ'--3φ.- «άφ --6-- -- 


«ἀγνανι) μι γνι). Απ 


18 18 
-  δ-- -- φ--- 
ς φὸ - φ 


Ί--μ -- 0 ἄρα ὑπολογίζεται. Θέτομεν 


Υ) Είναι Κς--2λ,μ- . καὶ α 


Χὸ κε {, να -- ᾖἱ καὶ ἔχομεν : 


αν δω 492 
[- ---ᾱ- [ο να ἄϊ καὶ σας ρε ἄφ 
. 


ο 
| ὁ(ρἳ- 1 δι 
λαμβάνομεν 1 (φῦ--ἢφ - ο ο. νο 4φτ--- το ας ὦ . 
/ ἀφ - ο ο -Ὁφτφ 


Τὸ τελενυταῖον ὁλοκλῆρωμα ὑπολογίζεται εὐκόλως, 


' (9) "Ὁλοκληρώμοτα μὲ τύπον: [ Ε(ημΣ, συνχ)ἀχ 


ο ὅτον ΕΚ ρητὴ συνάρτησις τῶν ηµχ, συνχ) 

“Ταῦτα δπολογίξονται κατὰ, τὴν τὴν ἀκόλουθον πορείαν : 
α) ᾿Εὰν ἡ Ἐ εἶναι περιττὴ ὡς πρὸς ΏμΧ., θέτοµεν συνς -- { 
β) ᾿Εὰν ἡ Ε εἶναι περιττὴ ὣς πρὸς συνχ, θέτοµεν ημκ -- 
Υ) Εάν ἡ Ἐ ἀρτία ὣς πρὸς ημΣ, σὺνχ, θέτοµεν εφχ -- 


γιὰ ος σε ͵ ῃ ς Χ 
ὃ) Ἐὰν οὐδὲν τῶν ἀνωτέρω συµβαίνῃ, θέτοµεν εφ .. 5ο ξ, 


Μὲ τὰς ὡς ἄνω ἀντικαταστάσεις ἡ Ἐ ἀνάγεται εἷς ρητὴν συνάρτησιν 
τοῦ { καὶ ὑπολογίζεται εὐκόλως. 
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ. Νὰ ὑπολογισθοῦν τὰ ὁλοκληρώματα;: 


α) ημχ ἀχ β) [ μας ὥ ἆσ 
Ὕ/ σον Σχ /. συνόχημχ Τ-Γημχ Γσυνχ 
ημχ ημχ 
᾽Απάντησις. α) Τὸ { ρε Ξ κ [. Ἔι------ κ καὶ ἐπειδὴ εἶναι περιττὴ, 
» Ύσυ ος Φ2συνίχ---ἵ 


ημχάχ 


ϱ/ασυνκ-ι [ος ρα” 
ρθικώ [σι -----ἶρεῖοε (γε ο )ο- 


ὥς πρὸς ημχ θέτομµεν συνχΞ{ -- --ημκάκ -- 4 ἄρα 


εξ. : Ιορ(συνχ-- ν΄ συνχ- Ἱ) --ο. 
2 


β) Ἐπειδὴ ἡ συνάρτησις εἶναι περιττὴ ὡς πρὸς Ώμχ, συνχ θέτοµεν ημχΞι ἢ 
συνχ --!, ο. μὲ ημα Ξ { -- συνχᾶκ -- ἀί καὶ ἔχομεν : : 


{ 
[σον πο πο δε πα τη στ - ρθει αρα τση κά ἐς 


να ον πλ ο τς ες Ἐ ας : 
υ. [αν άϊ [τα υμάι -- [πητ 4: -- [αὲρ 4ἱ, ὅπου τὰ Α, Βι, Β,, Γι, Γ, 
ὑπολογίζονται ἐκ τῆς ταυτότητος: 


ο Βι 8» μιας τα 
τΙ Ιπο ιο τι π αππιυ ἳ αν 
1---ἴΣ 


24: 38. η 
πό κου ων πα ο και Έχομε 
ρα ο  Ἴφα νο τε ο ο 


Υγ) Θέτομεν εφ - Ξ1, ἀχ -- 


2αἱ 
-- ο αἱ 
[πσπετατ: /- ε 1-2 1γι 
τας 1 
Χ 
Ξξ Ιορ(ί--1)-ι-ε Ξ- ἵοξεφ (5 τὲο 1) το. 
ἡ Ὁλοκληρώματα μὲ τύπον: 
) αν Ὕν.- κ. 
|ν ν1-Γημικ. Τρημος { νΊ- 1-Εσυνκχ, Κε. 


"Απαντα ὁπολογίζονται. δι ἀναλύσεως εἰς γινόμενον, τοῦ ὑπορρίζου.. 
ΠΑΡΑΛΕΠΜΑ. Νὰ ὑπολογισθοῦν τὰ ὁλοκληρώματα: 


α) [ν ημᾶκ ἀχ β) { ν212συνκ ἀχ 
ο χε, -- ἃ ϱ / / Ἄχ 
᾽Απόντησις. α) Εἶναι ι 1 --- ημᾶὸχ ἂχ -- ] γ2ημ (45. --- 7) ἀχ Ξ- 


-νΣ ᾗημ [15 -- λα τν [αμα ολες ὸ)- 
αν; συν (45...) ο. 
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β) Εἶναι [ναι Γσυνό ἀχ -- νΣ/ γ 2ου» ἄχ - 2 [συν ᾱκ --- 
4 4 χΧ 
-4 [ουν ᾗ ὁ 2 --4ημ2 Ἔς, 
κ Ὁλοκληρώματα μὲ τύπους: 


(4) [1 να φβκὰ ἂκ 9) / να (3) / -... 


(κ) ν αξ- βχὲ 
(Γιο νβδ-ῶ αν (9 [πρ ο 


ροο- ὁ (κ) ν ο π. 


2 Γϱ ναἲ κ” ὁκ 78) / ρω . 9) μας 


β'χ” (κ) ν ος -ὴ αἲ 


Αἱ μορφαὶ (1), (2), (3), (4), (5), (6) δλοκληρώνονται, ἐὰν θέσωµεν ὅπου 
ρίζα ν τὸ {-- βκ. 
Αἱ δὲ μορφαὶ (2, (8), (9) ὁλοκληρώνονται ἐὰν θέσωμεν ὅπου κ- 


α-. ζ ημί. Εἰς εἰδικὰς περιπτώσεις τὰ ὀλοκληρώματα τῶν τύπων (1), (3), 


(3) ἐπιλύονται ἐὰν θέσωµεν κχ-- τη εφί, τὰ δὲ ὁλοκληρώματα (4), (5). (6) 


η ο α 1 
ἐὰν θέσωµεν κ-- -΄ «------. 
Β  Ἅαημί 
Τὰ δὲ τῶν τύπων (8), (9) ἐὰν δὲν ὑπάρχῃ ἡ ΓΠ{9 ἐπιλύονται, ἐὰν θέσώμεν 
κ πορ-----ἵἒ- 
β 
ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ. Νάὰ ὑπολογισθοῦν τὰ ὁλοκληρώματα: 
σσ σα α΄ τε 
α) [ ν1ηγκλὰς β) το. ἀκ γ) βτν 
ἀχ χ΄αχ [ ἀκ 
δ) Ἡ στὴ ε) / τσ ασττος στ) Ἱστορας εστι 
κ21/ ΑΓ κὲ γκ-4 ) Αν 2κ3-Ε3 
᾽Απάντησις. α) Θέτομεν ν1:Γχὲ -- ἰ--κ «ο 1ἠ-χὰ -- {ἴ---δικ-Γχὸ ς«. κ -- τες ὂ 
ἄ-ί κ... κ ως 
ἄχ -- σα 4ι καὶ [ν Τοεχ ἀχ [επ 283 α---{ 


 [ιαι -- ορ με μβι βωής, Ηβδ εμω 
-τ/ [πι τσ 5 Ἴομι-- Ἡ Ες 


Ξ- 3 (κ 1 χτὰ -Ε --- Ιορίκ-- νι Ἓδλ---ᾱ- εν κε) τες, 
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β) Θέτομεν χ -- 2ηµι, ἆχ -- 2συνίάϊ καὶ ἔχομεν { μα - . 


ο 
2συνιάι --ᾱ [νι - ο κ μα «- 
ημί ημί ημί 2 


τοξοημ -ᾱ- 
2 


2 
ο ᾱ-- 


βσυνί--ο -- 21ορεφ 4 Υ/4--κ--ς, 
Υ) Θέτομεν χΞ αημί, ἀχ -- ασυνἰάί καὶ λαμβάνομεν : 


{ 4/α)- -κὲ ο. ας ες 4/αἲ- αἱ ημὲι ασυμας.. α[ συνι κα [άσε πας. 
χ αημί ημι 


το 3 
ημας ι 


: Ε γαξ-- χὲ -- ο, 


[ε[4 1 
ες ο ὁ. ιάϊ -- αἱορε' Ξ- 
α [μι α [πμ Εεφ ; --ασυνί-ο αἰοβεφ 


Κάι 
ὃ) Θέτομεν χ - Κεφι, ἀχ καὶ λαμβάνοµεν : 


συνθι 


. 
ή ἀχ πα Κά πι ϐὉ, 
γιο |) ο ο κα. 
συν. 


1 ῥσυνάι 1 νὰ ΜΜ ο ανα 
εἰς ) ημοι εκ2 [ην ου εἰὰ ηµί ολ. ο εἰ” Χ (65.1. 
ὤ-μά ὔ- 4 


ϱ) Θέτομεν ν κ 4 σί-χ-. χ- δν ᾱχ 5 σα 4ϊ καὶ λαμβάνομεν : 


χάχ (ὁάήιι : η. ς ο κο τς άϊ αι 
να ον πο --- [02 [ης μα [ᾳ ες 


εΞ - «Ε 2196ἱ---2 . - -ν (κ νχ--4)΄ -Ε2ίορ (κ --νκξ -ᾱ) -- 


2 
χ-- νσὸ-4 : 


στ) Θέτομεν 21313 --ἰἐ--χγδ- κ σα αχ -- ο ὰ. αι καὶ ἔχομεν 
2ν2ἱ 2νγ2ἱ 
6 --ᾱ 
στα - [5 τν αι -- η. Ξ- Ἱορί--ο -- Ιορία/2 --- ν212-3) --ο, 
κ ρω 
«1 νο ντ ᾱα. αἱ ο, ο 


Ἡ. ΜΕΘΟΔΟΣ ΠΑΡΑΓΟΝΤΙΚΗ 


-- -- 


ΠΡΟΤΑΣΙΣ,. "Ἔστωσαν αἱ συναρτήσεις {, ἓ, ὡρισμέναι καὶ παραγωγίσι- 
μοι εἰς τὸ διάστηµα (α, β) καὶ ἡ συνάρτησις ἔι(π)ῖ(κ) ἔχει ἀόριστον ὅλο- 
κλήρωμα εἰς τὸ (α, β), τότε καὶ ἡ συνάρτησις Ει(χ)Ε (αχ) ἔχει ἀόριστον ὅλο- 
κλήρωμα εἰς τὸ (α, β) καὶ ἰσχύει. 


} εισθῦ,ρθακ -- ει) ---Γ Εικ ---- {εδω {µε --- [ μὰΐ, 
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᾿Απόδειξις. Ἰσχύει (6: {9)΄ Ξ- Εαν Γή ο -- Πα) -- ή ΓΙ (κ) (αλά -- 


4- [ πθζιθάκ -- [ή οθακ -- Εθη)-- [ Ειηράκ. 
Διὰ τῆς παραγοντικῆς μεθόδου ὑπολογίζονται ἅπαντα τὰ ὁλοκληρώ- 
µατα μὲ τύπους: 


{) [ημίαχ--βλάκ 2) | Εα)συνίακ--β)αΧ 3) [[{τοξοημ[σ(κ)]άκ 
4) [ἐζτοξυεφ[σ(θ]άκ 5) | Πτοξισυν[σρθ]άκ ϐ) [οὔτημ(βκ-|-γ)άκ 
7) | εσσυν(βκ--γ)ὰκ 8) [εο)εσάχ 9) [ (οἱορ[σ(κ)]άχ 


10). [ {(λαυκσυν(βχ-Ι-γ)άχ 11). [εὔτημ(βκ-|-γ)άκ 
ὅπου {Χ), σ(Χ) ρηταὶ συναρτήσεις τοῦ χ. 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ. Νὰ ὑπολογισθοῦν τὰ ὁλοκληρώματα: 

ᾳ Α “ / 
α) | χ’συνχᾶκ β) ] χημλχάχ γ) } χΣθλἀχ ὃ) ι χτοξρημα” ἀχ 
5) / χτοξρεφχάκ στ) ή οἳ ημχάχ [φ) { ο συνλχάχ η) β (- -ᾱχ-- 1)ελὰχ 

1ος(1 

ϐ) ᾗ χιορ(κ- κ / 19ί ΕΕ 

᾽Απάντησις. α) Εἶναι ἴς χ2συνχᾶχ -- / χζζημχ -- χΣημχ --- β ημχάκ2 -- χέημκ --- 
-- [Γηµκ2κὰκ Ξ5χΣῃµΧ--- 2 [κὰς--συνκ) Ξ- χΣημχ-2 [κάσυνκ -- χξημκ --- 2(Χσυνχ --- 
--- [Γσυνκὰκ) Ξ- χ΄ημχ ---2χσυνχ-- 2ημχ. 

1 1 ( Ι ”- 

β) [Γκημθκάκ οὐκ [Γκημλχάςκ) Βωτόμαα ) χάσυνὰχ - --- α΄ Χσυνὸχ ἠ- 

1 1 1 1 1 
4 Γσυνλκὰκ κα. χσυνὸχ -{- 6 { συν2χά(2χ)Ξ --- 1 χσυν»κ -ἷ- 9 ημᾶχ. 


χὺ ᾖ[1ος Ξ- ᾗ χε” -- χ2εὶ ---- η, εἰάχᾶ -- χός' ---2 ᾗ ΧοΤΑΧ -- χζε----2 / χάδϊ -- 


Ὡ- Χἲθὰ --- 2χ01-|-2 [9'ὰς - χ)οἳ --- 2χθῖ |-263. 


2 2 ο ντ 
δ) « χτοξρημα κ -- { τοξρ ημχζά : -- -- ιοξρ ημχ -- }2 αν ἀ(τοξρημχ) -- 


2 


το ο... στα «ἀκ -- ὃν το αν-- [μὴ -- αχ. 
Ευημα” πας ξοιμ ο ος. 
Θόέτομεν τώρα Μ1- --- Χά εἰ - 1 -χἲ -- ἰὔ -- ---«4χδώχ --- 2ἱ4ΐ --- χδᾶχ -- ας [0 
3 ο.» 
καὶ ἔχομεν : [Όττο αν -- ---- {τ- .-- δη----- α σεν ης. 
ο /Τ -- κα ον Ἡ λ ολ 
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ν χ’ ας πμ 
Αρα Γκαοξυημκ)ακ οι τοξρημχ”-- 2 Α/{1- «χὲ -Γς, 
ε) / χτοξρεφκἀχΞ / τοξρεφχάχ -- χτοξρεφχ -- { χά(τοξρεφκ) Ξ χτοξρεφκ --- 


1 3χάχ 
{κ Τσβ χξξ χτοξρεφχ -- 2 τν 


Ξ- χτοξιεφχ -- : Ιορ(χὸ -|-{). 


στ) / οσημχάχ -- εν η) ο σημχάοκ - : (6 "ημκ -- / «όημκ) --- 2 θλημκ --- 


τὰ [ ε γσυνχάκ -ᾱ- ο ημκ ο τ[ ο συνχά2λχ -- : οξτημκ --- ν (εὔσσυνχ -- 
Ἱ. ὁ 1 . 
τσς ᾗ οτάσυνχ) Ξ- Ἅ1ημχ --- 4 εὔσυνχ--- 4 { ο” ημχάχ. 
5 "μα ω 
Αρα σα οὐτημχάχ -- 6 τημκ ----Ἱ-ο7συνκ -- [ο ημχάκ -- το αημκ --- 


! κ 
πο ο”7συνχ -Γ-ο. 


Ὀ / οὗσυνλχάκ Ξ / συν2χάς" -- εσυνὸχ -- { ο" ἀσυνὸχ -- εἶσυνὸχ --- 
--- { εἲ----ημᾶκ)δάκ -- «ἵσυν2κ--3 [ πμθκαο' Ξ- ϱὗσυνὸχ -2εἵημΟχ ---3 [α'άημᾶκ 5 
Ξ- ϱὗσυν2χ--36'ημὂχ ---9 { ο συνλχάχ. 


"Αρα 10 π ο συνλχάχκ--ς συν2κ--2εἵημὸὀχ -- |{ εἶσυνλχάκ-- 16 (συν1χ--Σημ2χ) --ς, 


η) / (--ᾱ-κ- 1)οὐσὰκ -- -/[ (ἲ ---χ (λε τά(2χ) -- --- τ[ (κ) --ὃκ-- Ι)λάε”" -- 
Ἑμ- μας ο ἀα κ μας .-- ο, ος μες. 
. : ο. - [8 ἁ(κζ--ᾱκ-.!) -- - (- -ᾱκ ΕΕ 
1 ο θὺς ο Ι ο ο. ς 
πο. [ζκ--θε "αχ -- -Ὁ (κκ ΓΙ) -- { ο βωα πε --ᾱ-- (κξ--»χ-]-]1) --- 


-- -- εἶζκ---3) -- ο. / οὐτά(2κ---3) -- ) αἱ--ᾱκε)--- ᾱ : ο Ἕ 


ὃ ὃς οἲχ οὓς 
κ γα 2κ--θ) ὰςς μήν τ(ὐ---4κ-3) Γο. 


1 ο κι 
' { ο άν) -- 


3 ν] 
θ [κιορ(κ.1]ὰκ ὦ, [Που θα 5) - 5 ιο) -- ᾗ ο αἰοκ-!) -- 


3 


α ἂχ. 1 ο, κος εί 1 
-ὸ Ιορίκ) ---- [κ ο Ρ] κ 7 Ιοεία τά, [ίκ-- -αεσμτ) ὃκ -- 


οσο κό [α [ος αἳ οκ )-- 
πρ 8 2 [κκ 2: ᾗακ ων 


κ” Χ | 
η 2 τσ οίκτο. 
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9 / το, - ᾖ 1οβ(Ιορχ)(1οσχ) -- ἰορχίοβ(1ορχ) --- { Ιοβχά[οε(Ιορχ)] -- 


(1οαχ)΄ 
1οΡΧ 


Ξ- Ἰορχ]οβ(1οβχ) --- / Ίορχ ακ 5-- Ιορχιορ(ιορχ)--- η : κ -- ἰοσχίος(]οσχ)---ἰοσχ--ο. 


13. 4 ᾽Αναγωγικοὶ τύποι ὁλοκληρώσεως 


Διὰ τὸν ὑπολογισμὸν εἰδικῶν τύπων ὁλοκληρωμάτων κάµνοµεν πολλά- 
κις χρῆσιν τῶν κατωτέρω βασικῶν ἀναγωγικῶν τύπων, 


Ἰσχύουν οἱ κάτωθι ἀναγωγικοὶ τύποι : 
1 ---τ 
1. ἵν - [ ημχάχ- -- Ἠημ” Ίχσυνχ -- ε Το ψνενΝον 2 
η ν ν 


3. Ἡν {.συν’ χὰχ ο. συν 1χημχ -ἵ- όσ.. Το ψνενΝεν Ξ2 
ν 


ν 


1 
3, ἹΞ- Γεν χάχ- εφ; Ίχ--ἶς , πνεΝιν Ξ 2 
) γ---ἲ 


4. Ἱν - [ορ αχ -- . σφ’ Ίχ --ἴ, ο ψνενδεν 2 ΑΝ. 
.) γ--ἲ 
5, / Ιορ'χάχ Ξ- χἰορ'κ--νὰν.ι ΨνεΝν 
6. 1 - ᾗ ε- Ἱχνὰχ -- ---ε- 'χ" Εν], ι ΨνενΝ 
7. Ίν- / (τοξ (ηιχ) ἁκ-- χ(τοξρημκ)” Εν Υ1---κ(τοξοημα)” Ἱ--ν(ν---ἴ) Το 
σνενιν 5 2. ς/ 
᾿Απόδειξις 1. Εἶναι κατὰ σειράν: / ημχ -- / ημ Ἱκημχάχ- 
τσ ---- / ημ” Ιχά (συν α) -- --ημ” Ίχσυνκ -- / συνχά (ημ”- 1χ) - 
πι 
Ξ-----ημ" Ἴχσυνκ -- ) (ν --- ἢ)συνχκημ”- χσυνχάκ -- --ημ"- Ίχσυνχ-|- 
ϱ 

{- (ν---ἴ) ᾗ συν χημ" "κάκ -- --ημ" Έχσυνχ- (ν---1) | (1--ημκ)ημ" ὀχάκ -- 


α 
Ξ----ημ” Ιχσυνχ-Ε(ν --- 1) .. χάχ---(ν -- 9] ημ’ κάχ. 
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ημν Ίχσυνχ 


---] - 
Ἐπομένως: [ ημ’χάχ -- -- ο ο { ημ' 2χάχ () 
9 


ν 
ΖΣηµείωσις. Δι) ἀρνητικοὺς ἐκθέτας μὲ ν--25έ--1 λαμβάνομεν τὸν 
πμ” χσυνχ 


τύπον: [η κά ες ση | . [ην κάν 


- 
2. Εΐναι / συν Χὰχ -- / συν’ Ἰσυνχάκ -- { συν’ Ἱχά(ημχ) -- 
Ξ- συν" 1χημχ--- | ημχά(συν’''1χ) -- συν 1χημκ --- { (ν---Ι)ημχσυν" Σχημχάα Ξ 
η] 
Ξ-συν' 1χημχ --- (ν--1) } (1 -- συν” χ) συν’ χάχ -- συν’ Ἱχημχ -- 
[ ν-ὸ ( ν 
«ΕΕ ή, συν” χάχ πο] συν" κάχ. 


͵ ᾗ συν Ἱχημχ ν--ἰ ια 
Ἑπομένως: / συν κάχ ----ἵ-- -- συν’ "χάχ. 
ν ν 


Σηµείωσις. Δι ἀρνητικοὺς ἐκθέτας μὲ ν--2 -ε--ἶ ἰσχύει ὁ τύπος 


νι] Ώ 
ῇ συν" Έχᾶχ -- - ο πας -- -- ] συν χάκ 
ν--λ γ--]ὶ 
πα 2 
4. Ἐΐναι | εφ'χὰχ -- [ εφὶ ὀχεφἸχάχ -- [οῴν-οκ πας λε πιω 
9 ο συνὀκ 
ν-θ 
Ξ: ή τν οάςοι, ᾗ εφ’ 2χάχ -- { εφ’'-Σχά(εφχ) --- { εφ’ ὄχάχ -- 
συνέχ η) , 
να 
ος εφ” Ἀχάκ 
ν--ὶ 


ἳ ν--ἲ 
Ἑπομένως: { εφ'χάΧ -- κ. ο. { εφ'χάαχ ψνεΝ:ν Ξ 2. 
γ--- 


Ὀ, 


3 ιο ῶ 2 
4. Ἐΐναι / σφ’χάχ -- / σφ”'-3χ δα, χω. ΞΞε / σφ' ὃχ λως 
. ημ-χ ημ”χ 
ν--] 
- ἡ; σφ’'"χάχ----- / σφ) Σχά(σφχ) ---- ᾗ σφ' Σχάχ -- τας. ---- / σφ’ Σχάχ. 
ν --- 

α ν--] 

Ἑπομένως: ) σφ’Χχᾶχ -- --- ας τν εαν / σφ' Ἰχάχ ψνεΝ:ν Ξ 2. 
ν - 
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ρ Ι 
5, Είναι η ]ορ'χάκ-ς-χΙορ’χ--- ] χά(1ορ’χ) -- Χιορχ-- | χνιορ”-Ίχ -- ἄχ-- 
Χ 
Ξ χ.]ορχ--ν η ορ” 1χάχ. 
Ἑπομένως : { Ιορ'χάχ -- χ.Ιορχ--ν ἡ Ι1ορ-Ιχάχ ΨνεΝ 
6. Εἶναι η ο σχνάχ---- { χ'(ο”) --- --κ'ε-ᾱ-- / ᾳ-τά(χ”) ---χ'ε-χ-- 
ρ 
-- / επτ νχ’ 1άχ -- --χ'δχ- εν | ε-σχΥ- 1άχ, 
Ἑπομένως : ᾗ ϱ- Σχνὰχ -- --χ'ε-Σ- εν | ε-χχν- Ί1ὰχ ψνεΝ. 
7. Εΐναι ἡ (τοξ/ημκ) αχ -- χ(τοξρημχ)’ --- / χά(τοξημα)’ Ξ 
1 
-- κποξοιμκ) -- [ανοξοημο” -- πα - χαοξνημν 


κν [ (τοξ ρήμα); ---- στα ἀκ-- κίτοξοημα)”Γνοξυπμ)”α 1 --χἲ-- 


ον { ο πο μυ... 
-- 
--- (ν---)ν { (τοξ ρημχ)” Σ4χ. 
Ἑπομένως: [ (τοξ οΏμχ) ἀκ -- κ(τοξυημα)’ -|- ν(τοξοημκ)” 1 ν1---κὲ --- 


-- υ(ν---1) (τοξρημα)” Ξ4χ. 


13. 5 Ὡρισμένον ὁλοκλήρωμα ] 


Ὀρισμὸς 1. Ἀαλοῦμεν ὠρισμένον ὁλοκλήρωμα τῆς συνεχοῦς καὶ παρα- 
γωγισίµου συναρτήσεως ᾖ[ι ἀπὸ α ἕως ϱ ἢ μὲ ἄχρα τὰ α καὶ β καὶ τὸ συµ- 


ϱΒ 
ῥολίζομεν μὲ ) Ππα)άω τὴν διαφορὰν ᾖ(β)-- ᾗία) ὅπου ᾗι µία παρά- 


α 
γουσα τῆς ᾗ εἰς τὸ /α, β/. 


ο θ4:-- 
β 
"Ἔχομεν συνεπῶς ἓξ ὁδρισμοῦ : } τάς Π(β) -- Πα). 


Ἡ σταθερὰ διαφορἀὰ Π(β) -- ία) δὲν ἐξαρτᾶται ἐκ τῆς ἐκλογῆς τῆς 
παραγούσης καὶ τοῦτο διότι κάθε ἄλλη παράγουσα { τῆς Ε δίδεται ἐκ τῆς 
σχέσεως {9(χ) -- Β(κ)- ο, ἑπομένως τότε: 

Γ(β)---ἴμ(α) -- Π(β)-Γο--ἔ(α)--ο -- Π(β)--Πα(α). 

Παρατήρησις 1. Πολλάκις γράφοµεν: 

β 3 β 
[ αθάκ-- ΑΡ --ώ -- ΙΡ -- 9 


ΗΒ 
Παρατήρησις 2. Τὸ ὡρισμένον ὁλοκλήρωμα } Γ(χ)άχ ἐξαρτᾶται µό- 
νον ἐκ τῆς {κ) καὶ ἀπὸ τὰ ἄκρα ὁλοκληρώσεως καὶ ὄχι ἐκ τῆς µεταβλη- 
β ϱΒ 
τῆς χ, δηλ. εἶναι ι {(κλάχ - ] Παά:. 
α α 


Παρατήρησις 2. Ἡ συνθήκη συνεχείας τῆς Ε εἶναι ἱκανὴ, ὄχι ὅμως 


β 
καὶ ἀναγκαία διά τὴν ὕπαρξιν τοῦ / {(κλἀχ. 
ᾳα 


Ἡ θεωρία τῆς ὁλοκληρώσεως στηρίζεται ἐπὶ τῶν κάτωθι προτάσεων: 


ΠΡΟΤΑΣΙΣ 1 


πα ύ [Γ1οθὰκ κ. 


α 


᾿Απόδειξις. Ἔστω {(Χ) µία παράγουσα τῆς {(χ), τότε θὰ ἔχωμεν: 


[ (λακ -- [ἐ0], -- α(ω --ἔω --ο, 


/ μα 
Ἰ 


ΠΡΟΤΑΣΙΣ 2. Ἐὰν ἡ Τ εἶναι συνεχἠς εἲς τὺ [α, β] ἰσχύει : 


Ἱ (ὐάκ---- [ το ---- |) {(κλάὰχ -ἵ- Ἡ ΓκάχΞ0θ: / : {(κ)άκ 


α β α 


᾽Απόδειξις. Ἔστω { µία παράγουσα τῆς ἔ, τότε ἔχομεν: 


ᾗ ἑπάκ -- Ε(β) --ἔ(ω καὶ (' (αλὰκ -- ἐ(α)--() -- --Ιμ()--ε(ωΙ. 
α β 
Αρα τὸ ἀποδεικτέον. 
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Β Ἡ 
Παρατήρησις. Τὸ σύμβολον ] {(χ)άχ ἔχει ἔννοιαν καὶ εἰς τὰς τρεῖς 


περιπτώσεις: Ία-β, )α--β, 1) α-»β. 


ΠΡΟΤΑΣΙΣ 34, ΤΕὰν ἡ ἓ συνεχἠὴς εἲς τὸ [α. β] καὶ ς σταθερὰ ἰσχύει : 


σπ νὰ κ ὰκ -- κ [ ὁκωᾶκ 


ἀ 


β 
᾿Απόδειξις. ᾿Εστω {ι µία παράγουσα τῆς ἔ, τότε: ή Εχ)άχΞξ Π(β)---Π(α)--- 


.ἕ / ὄπδάκ -- Κ[Ε(β)- (1. ᾽Αλλὰ / Κίθάκ -- Κ / Εθάκ - 
ὼ, / σας». ο Δδ]. "αμα οὐ Ῥηπθύμευος, 


ΠΡΟΤΑΣΙΣ 4. ᾿Ἐὰν αἲ συναρτήσεις ἓι, ἴο εἶναι συνεχεῖς εἰς τὸ [α, β]. 


τότε ἰσχύει: 


/ πε γώ]ᾶκ -- / πας -- / μοδα 


α α 


᾿Απόδειξις. Ἔστωσαν { καὶ φ δύο παράγουσαι τῶν { καὶ { ἀντιστοί- 


χως. Τότε [ Πακ --- {(β)--{{α) καὶ [ Ες -- φ(β)--ϕία). 
ρα - | 
ρα: ] βλάχ-- ] {(κ)άκ -- {{β) --- ἴ{α)-Ι-Φ(β) --- φία) ο) 


Επίσης ἔχομεν ή [ε -- Ερ)]άκ -- / ρ(ὰχ -- / βρ)αχ -- 


Ἱ β ) β 
ὦ / πώ ἰκῶ]ακ -- [κο] - [κο] --{(β)--- Κα) Φ(β)---ϕί) «0. 


πα 


Γενικώτερον αἱ προτάσεις (3), (4) δίδουν : 


/Β β {β 
] [ει Γξρίο(κ){-. «. Γδνίνο)]ακ -- / ξήιοθἀκ -- | ἔρβ(κλάχ--...-|- 


β : 
-- ή ξιίκ(χ)άχ, ὅπου ξι, ξ», .... ἓκ σταθεραὶ πεπερασµένου πλήθους, 
α 


--- 206 --- 


ΠΡΟΤΑΣΙΣ 5. Εὰν Γκ) συνεχἠὴς εἰς τὸ [α, β] καὶ ξεία, β), τότε ἰσχύει : 
| (ο ἒ ϱβ 
/ (κκ -- | {(κ)λάκ -|- ) {(κ)ὰχ 
α 


α α 
᾽Απόδειξις. ᾿Ἐπειδὴ [(κ) συνεχἠς εἰς τὸ [α, β], ὑπάρχει τὸ ἀόριστον 
ὁλοκλήρωμα αὐτῆς καὶ ἔστω | Ε(κ)άκ--Ει(), ὅπου Ε(Χ) µία παράγουσα τῆς {. 


Τότε θὰ ἔχωμεν: ᾗ ι {(χλάκ -- Π(β)--Πία) (1), 
ξ « β 
Ἱ (ολὰκ --α)- πω (2 / [κ --α(β-  ϐ3 
α ξ 
η. β 
“Αρα: { κάκ-- / ὄπθάκ --Ε(β)- Μ(ω -- / σπθακ. 


ια κ η ξ α 


; ΠΡΟΤΑΣΙΣ 6, Εὰν (κ) συνεχἠς εἰς τὸ [α, β], τότε ὑπάρχει ξεία, β) 


τοιοῦτον ὥστε : 


ᾖς πωοκ -- Θα 


᾿Απόδειξις. Ἐπειδὴ ΓΕ συνεχἠς εἰς τὸ [α, β], θά ὑπάρχῃ ἡ ποράγουσα ἔστω 
{09 αὐτῆς ψχε[α, β]. ᾿Απὸ τὴν Πρότασιν 12.16 διὰ τὴν {(χ) συνάγεται ὅτι 
ὑπάρχει ἕξεία, β) τοιοῦτον, ὥστε {(β)--ἴήα) -- Εξ) (β--α). ᾽Αλλὰά Εκ) -- 
ε- Εκ) νχε[α, β] καὶ ἐπομένως Π(β)---α(α) ξ- {(8) (β---α). ρα: 


/ ὁπκᾶκ -- (8) (ῇ--α 


.... α 


ΠΡΟΤΑΣΙΣ 7. ᾿Εὰν Ι(κ) Ξ 0 καὶ συνεχἠς ψχεία, β|, τότε ἰσχύει : 


' { ὁπθὰκ Σ 0 (α-β) 


᾿Απόδειξις. Ἐκ τῆς προτάσεως (6) ἔχομεν ὅτι ὑπάρχει ξεία, β) τοιοῦ- 


δν, ἴδεο / ας ᾧ κά ἐπειδὴ κενο Ἠεεία, ϱ) καὶ β--4-ο 


εἶναι» Πε ο δυο: Ἅρα /  πῤὰκ 50, 


.-- α 
/ 
ΠΡΟΤΑΣΙΣ 8. Ἐὰν ι, Το εἶναι συνεχεῖς συναρτήσεις εἰς τὸ {α, β] καὶ 


εια) 5 Γκ) ψχεα, βΙ, τότε ἰσχύει : 
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β β 
η {(κλάχ Ξ / Ε(χ)ὰχ σσ) 


᾽Απόδειξις. Ἡ () ---- / Πω. ΕῴΙάκΞο «-»- Ἱ Επὰχ Ξ0 


ψχεί[α, β], ὅπου {κ) -- Ε() --(), ἡ ὁποία καὶ ἰσχύει βάσει τῆς προτά- 
σεως(Ὁ. 


ο τ 
ἨΡΟΤΑΣΙΣ 9, ᾿Εὰν Ε συνεχἠς ἓν [α, β], Υ τυχὸν ἀλλὰ ὡρισμένον σημεῖον 
τοῦ [α, β] καὶ χ μεταβλητὴ τοῦ [α, β], τότε ἰσχύει : 


/ Ι(κάκ / : Ι(0)4θ 


γ 


᾿Απόδειξις. Ἔστω ΕΠ) µία παράγουσα τῆς {π), τότε εἶναι : 


/ Εοθάκ -- Ε)-εο καὶ ή "4θ)4θ -- ες) 0) -- α(ῶ-εο, 
ἃς 


Αρα: / Εκλᾶκ -- / "ΠθὺάΘ. 


Ἡ----. τπτ 
ΙΠΡΟΤΑΣΙΣ 10, ᾿Εὰν ἡ ΙΧ), σ(κ) καὶ ἡ παράγωγος σ΄(κ) εἶνοι συνεχεῖς 
ἐν [α, β], εἶναι δὲ σ([α, β/) 5 [α, βΙ, τότε ἰσχύει : 


Β σ(β) 
ή ἤσ(χ)]σ (Οκ -- } {(θ)άθ 
α σ(α) 


᾿Απόδειξις. Ἐὰν {Π(Χ) εἶναι µία παράγουσα τῆς κ) θὰ ἔχωμεν : 


ς ἳ β 
/ τη [σ(α)]σ΄(Κ)άχ -- Πσῴθισ΄(θακ]᾿ εν | / {(σ(κ)) ἀσ(θ] Έτ 
ἷ 1ρ Ι β β 
- | Πθάθ/6-- σα -- [919 -- σω] --ᾗ(σ(ο)) -- 
ἤ . - ι 
-- Εσ(β))--Β(σ(α)) -- ὴ {θ)αθ 
σία) 
ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ. Νὰ ὑπολογισθοῦν τὰ ὁλοκληρώματα: 
4 π 
α) { αν ἀχ β) / Ι ἱκ--ημα | ἀχ γ) ή μμ /6ἵ---1 ἂχ 
ο . ο 


᾽Απάντησις. α) Εἶναι χίκ--1)30 -«--- χδι ἡ κςθ καὶ χίχ---])ςῦ ---ς- θσχςιΙ. 
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ώ 1 | ωπν ος ο) Χ ο 4 
ας « μμω πορτα. ας 
Άρα μὲὸ 5 Έχςθ ἔχομεν κ." τσκ πρι καὶ μὲ ΟςχΕ ς ἔχο- 
ἱχίκ--- ο. - χίκ---1). ε 
ια χκλ.ο πο κα παμητ 
4 α 4 
ο, ο πο ο] -{ ο. ὃν ας αχ - 
Οπότε ὃς Τα ἀχ .-- αχ -|- ν η ἀχ 
μας πο . 
Κο 
«ο ἷς αρ], ος σεν]. ο ο εᾱ 
-/ ε -[ (1 κο 5 Τρ 
ὥσο 


μ 
β) Εΐνοι χε |, 2 } ημκςκχ καὶ σχε [-- . ο] ημχ Ἐχ. 


π π 


2 9 2 
ἙἘπομένως: [ |Χ--- ημα | ἀχ -- --- . (χ---ημχ)άκ -- / (χ--ημαχ)άχ -- 
π π 
σα δα 
π 
χὸ 0 χΣ ῶ 9 
σστ[ Έσονκ] .. Ύσυνκ] σττ(ουνο ----ᾱ --συν[--2)| -- 
 ᾷ, 
πὸ π πλ τὸ πὸ 
θις ὍσἝ ως - ο ., ε. κε ο ο. 
Ἔ [πετ συν 5 συνο] νο η 1 2 Τὰ 
- 2ἱ 
Υ) Θέτομεν γε. ---ἶ --ι -- οἳ---ἰ -- ἓ, οὰχ -- 24! -- κ -- τεμ ας 


Διά χ-- 0 -- 90 καὶ διἁ ΧΞΙοΟΡΣ - να] 


Β ν Ίορ3 Ὁ πππτη ή 
Οπότε ἔχομεν: ν γε. ---ἶ κ -- η ο. ᾷ4ἱ -- τμ 146 4 


τς μα π 
23 - - ης δι (ι-- -λλο- 2 ἴ αι. 52--- - 


0 


; Ὀρισμὸς 2. (ΓΚατὰ Αρα μο, λ Έστω 32) µία συνάρτήσις Φοισμένη 
μαὶ φραγμένη στὸ [α, β]. Πιαιροῦμεν τὸ [α, β) διὰ τῶν σηµείων αι, ἄν.. 
»3γ-ι εἰς τὰ ν διαστήματα [αξ- 3ο, Όι], [ῶχι, ο]... ., νι, Όντξβ]. 

Εὶς ἕκαστον ὑποδιάστημα λαμβάνοµεν σημεῖον ἔκ καὶ σχηµατίζοµεν τὸ 
ἄθροισμα: 


(αι--.ν) [(ἓν) «(αν -αι) (έν Ε... Ἑ(αν-ανι)ήεν)-- 5 ΠΕ) (ων-αι ) 


᾿Εὰν διὰ κάθε τέτοια ὑποδιαίρεση τοῦ [α,β] καὶ διὰ κάθε ἐκλογὴ τῶν 


ο) 


ν 
σήµείων ἕκ τὸ ὅοιον τοῦ Σ[{ὲκ) (3κ--Ώκ-ι) ἰσοῦται μὲ ϐ, ὅταν τὸ ακ--Ὁκ.ι-- 0 
ΚΞ51 
τότε ὃ ἀριθμὸς ϐ λέγεται ὠὡρισμένο ὁλοκλήρωμα τῆς [α) ἀπὸ α ἕως β 
ϱβ 
καὶ συμβολίζεται ) Ιαλά. 


α 
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: ν ϱΒ 
Ὥστε ἔχομεν ἐξ ὁρισμοῦ: πι ἐκ) (πι--Ὁκ ι)/Ξθ-- | [{ω)άα. 
ντο κ.-] α 
αι κκ 1-0 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ. Νὰ ὑπολογισθῇ τὸ [ οκ μπα ακε. 


υν 


»Απάντησις. Ἡ ο) εἶναι συνεχὴς ΦΧΕΕ καὶ ἄρα ὁλοκληρώσιμος εἰς κάθε κλειστὸ 


διάστηµα [α, β]. Πρὸς τοῦτο χῶρίζοµεν τὸ [α, β] εἰς ἰσόπλατα διαστήματα πλάτους ατα 
: δα, ς --α ει Όταν αμα 
μὲ τοὺς ἀριθμοὺς χι -- α-- οσο Χο -- α-ἲ-2 β - μμ νο Ἡ εν -α) 


καὶ ἐνδιάμεσα σημεῖα ἔκ, ἐκλέγουμε τὰ ἀριστερά ἄκρα τῶν διαστημάτων, τὀτο θὰ ἔχωμεν: 


ν α ο 
5 Εξ) (ακ--χκ-ι) Ξ- (αι--α)θ -ἰ- (Χε--αι)ετι-. .. Ἔ (β---ᾱν 1) -. 
κει 
β--α (ν---{) (β--α) β--α ν--Ι 
ἆ πο” .-. σἹ -ν μπα: στ (β-- 
δν [ουγε' ν -- Ύ Πο [εν Ἔιι. Ἔθ ν (Β ]- 
ν ν 
β--αὶν β--α 
λα. πα ων ντ 
το ν β-α ν Όϐ-α .) β--α 
ε Ὁ --ἶ ε Ὁ --ἶἲ ε ὃ --ἶ 
β--α 
"Αρα Ἱπι Σν 5- (εὖ - εἴ) Ίπι οι... τς ο 
ν-ν Ἔοο νγοο τα 
ε Ὁ --ί 
β--α 
διότι πι “. --1 (Πρότασις 34 "Αλγεβρα 2 σελὶς 412). 
πλ --ι 
ἙἘπομένως : [ βρταχ Ξ- Ηπι ὃν ο δν 
ὁ γ-ν Γου 
Α Ἓῄ/ επ ε κα 
κ λνς Ἰ ᾳ ο ας α 
ν ΣΧ ΙΜΠΡΟΤΑΣΙΣ 11. (Θεώρημα μέσης τιμῆς τοῦ ὁλοκληρωτικοῦ λογισμοῦ). 


χε[α,β] χε[α,β] 
--ωις [ Παλὰκ 5 Φ--ΩΜ 


᾿Απόδειξις. Κωρίζομεν τὸ διάστηµα [α, β] διὰ τῶν διαιρετικῶν σημείων 
ΧΙ, Χο, Χα, ...» ἅν-ι εἰς τὰ ν διαστήµατα [α, χι], [Χο, Χα], .... [ὰν αι, β] καὶ ἔστω 
τὸ ἄθροισμα ὧν -- (Χι -- α)ί(ξι)-Γ (εν τ-- Χι)ί(δν) Γι ες Ε(β --- ἂν) (δν), ὅπου 
ξκείχε, Χκ-). Ὡς γνὠστὸν ἡ ΕΓ λαμβάνει εἰς τὸ [α, β] µίαν µεγίστην τιμὴν 
Μ -- ευρί(κ) καὶ µίαν ἐλαχίστην τιμὴν µ-- ἰπ[σκ). Ἐάν τώρα εἰς τὸ δν 


14 
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ἀντικαταστήσωμεν τὰς τιμὰς {{ξι), {(ξο), .... ἓ(ἓν) ὑπὸ τῆς µεγίστης Μ ἀντι- 
στοίχως τῆς ἐλαχίστης µ λαμβάνομεν (Χι--α)μΓ(Χς---ᾱι)μ{-..«(β--ᾱν μ Ξ 
«ον τ (χι --α)Μ-Γ(Χε --ᾱι)«Μ-Γ-...-Ε(β--- κι ι)Μ. Καὶ ἂν λάβωμεν τὰ 
ὅρια τῶν μελῶν, ἔχομεν : 

µίβ--α) 5 ἵππσνΞ Μίβ--ᾱ) --- µβ--αΞ[ Πδάκ 5 Μίβ--ω. 


α 


τος, ὅπου (β --- ἆ)μ εἶναι τὸ ἐμβαδὸν τοῦ ὀρθογωνίου αβδΓ, { ἅ [(χ)άχ εἶναι 
τὸ ἐμβαδὸν τοῦ µικτογράµµου τραπεζίου αβΒΑ καὶ (ῇ ---α)Μ εἶναι τὸ ἐμ- 
βαδὸν τοῦ ὀρθογωνίου αβΕΖ. 
Παρατήῄρησις 2. Ἐκ τῆς προτάσεως (11) συμπεραίνομεν ὅτι ἢ ποσότης 
Ἱ--- Θες ὁ ς . φας, ᾽ 
----- µ {(χ)άχ περιέχεται μεταξὺ τῶν Μ, µ ἄρα θὰ ὑπάρχῃ μιὰ τουλάχιστον 


β--α. 
α 


β 
τιμὴ ξεία, β) τέτοια, ὥστε β . [ {(χ)λάχ -- Πξ). ἼἌρα ἐπανευρίσκομεν καὶ 


πάλιν τὴν πρότασιν (6). 
᾿᾽Αναφέρομεν κατωτέρῶ, χωρὶς ἀπόδειξιν, καὶ ἄλλας προτάσεις χρη- 
σίµους διὰ τὸν λογισμὸν καὶ τῶν ὁποίων αἱ ἀποδείξεις νὰ γίνουν ὑπὸ µορ- 
φὴν ἀσκήσεων. 
αμ πο 


ΠΡΟΤΑΣΙΣ. 12. Εὰν ὑπάρχῃ τὸ ὁλοκλήρωμα: / ᾗ Ι(κ)ἀχ, τότε ὑπάρχει 
| 


σ 


.. 


καὶ τὸ ὁλοκλήρωμα : / . (1) | ἀκ καὶ ἰσχύει : 


Ἱ ὰκ κ 


α 


ο .. 
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κ κά, ὁ .- : ϱΛ β 
τς ΠΡΟΤΑΣΙΣ 13. 'Εὰν ὑπάρχουν τὰ ὁλοκληρώματα: ] Η(κ)λάσ, / 1(χ)άσ, 
πα. κ α α 
τότε ὑπάρχουν καὶ τά: 


9 ο μωα 2 / τ [(κ)256, 65.0 ψκε[α, βὶ 
Ἶπ ανν ο οἳ 


ΙΓ ΠΡΟΤΑΣΙΣ 14. Ἔστωτ,α «χ« β µία φραγμένη συνάρτησις τέτοια, 


άδς νὰ ὑπάρχῃ τὸ πα Ι(κ)λᾶχ νι, διεία, β). 
δι 


1), ἂἄνα «χςῇβ 
Ορίζομεν τότε τὴν συνάρτησιν φίχ) Ξ9θι ἂν χ--α 
θ, ἂν Χ 8 β 
ὅπου ϐ,. θ. τυχόντες πραγματικοὶ ἀριθμοί. Τότε ὑπάρχει καὶ τὸ ὁλοκλήρωμα 
βΒ σα. . - 
[ φ(π)άχ καὶ εἶναι ἀνεξάρτητον τῶν ϐ0,, θ, 


α 


ΠΡΟΤΑΣΙΣ 15. Ἐὰν ὑπάρχῃ τὸ ὅλοκλήρωμα : { . (κ)άκ μὲ α]-- β καὶ 


α 


εἶναι αλ. Ξ0 ία, β]. τότε ὑπάρχει καὶ τὸ ὁλοκλήρωμα ες γ1(Φάἀκ. 


Ὦ ΠΡΟΤΑΣΙΣ 16.) ᾿Ἠσχύει: [ (ὰκ -- ήν. ὖ {(κ- εκ, ψεεΒ 


α ας 


κο... -------- 


| βο β 
ΠΡΟΤΑΣΗΣ 17. παμε γ ( λὰκ Ξς ᾗ Γ(κ)λἀχ Ψοες! 


ρ------ 


ὃς ----- ας 


.... 


; ΠΡΟΤΑΣΗΣ 18. Ἰσχύει : / σαο)ὰκ -- / Ὅε(α--κ)ᾶχ 
0 Π] 


ι 
κ. 


..--- σσ 


; ΠΡΟΤΑΣΗΣ 19. 19. 'Εὰν (9) -- ἔί2α--κ), τότε : ὼ (κκ -- ον "Κκλάκ. 
0 0 


ι-.. 


13.6 τν κορν ο ο ἤρωμο ὡς συνάρτησις 
ο υμεν τὴν οὐνάρτησιν 9) μὲ αν βι- ο Κ καὶ ἔ ἔστω ὅτι ὑπάρχει 
τὸ ὁλοκλήρωμα Ἶν Πὐάϊ, ὅπου ἕ σταθερὸν σημεῖον καὶ χΧ τυχὸν σημεῖον 
τοῦ [α, β]. Ὀρίέσται τότε µία συνάρτησις ὡς ἑξῆς : 
φε( Ξ [7Ηθά:, χεία, β] 


δ 
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ἡ ὁποία καλεῖται συνάρτησις ἑνὸς ἄκρου ὁλοκληρώσεως. 
Διὰ τὴν ὡς ἄνω ὡρισθεῖσαν συνάρτησιν ἰσχύει : 
Εἶναι ἡ φε(κ) συνεχής, ἂν δὲ καὶ ἡ { συνεχής, τότε ὑπάρχει ἡ παρά- 
γώγος τῆς φε(χ) καὶ ἰσχύει : 
φε() -- {09 νχεία, β! --{ [7 πθαι] -- Ε) νκεῖα β!. 
ξ 


καὶ γενικώτερον: { / .. {ωάι} Ξ- [[σ(χ)] σ΄(α). 
ξ 


ο 


Παρατήρησις. Ὁμοίως ὀρίζεται καὶ ἡ συνάρτησις : 
σε(κ) -- η : {ὐάί ψχε[α, β] ἰσχύει δὲ σε(α) -- -- { ὁ Κὐάί -- ---φε(χ) ψχε[α, β! 
ξ 


ΣΧ 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1. Νά ὑπολογισθῇ ἡ παράγωγος τῆς συναρτήσεως: 
φοί(α) Ξ { σβαι 
ϱ 


᾽Απάντησις. Ἔστω Εί(θ- ᾗ ὅαι -- Ε'(9 -- ὤ, ὁπότε ή ἅμαι -- [κο Ξ- Ἐ(κ)---Ε(0). 
0 
ο 


“Αρα φιθο.-- Τὸ μας -- Ες Ε(Ο-- ο ε[ααι]- --Εῶἳ 
/ ()Ἡ 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2. Νὰ ὑπολογισθῇ ἡ παράγωγος τῆς συναρτήσεως: 
φι(κ) -- / Σ]ομλιᾶί 


᾽Απάντησις. Θέτομεν Ε{ι) -- / Ίοβλίά: -- Ε:(9) -- Ιοβ2ι. Αρα / ἈἹορί2ύαι -- 


- [εωμ' Ξ- Ε(Χ)--Ε(1). Ἑπομένως φι(χ) -- Ε)- ΕΙ!) -- φις) ΞΕο(- 
Ξ-- ]ορ(2χ) (2Χ)΄ -- 2ἱορ2χ. 
Τελικὰ λαμβάνοµεν: φ΄ι(χ) Ξ ή : Ἰορλιὰι] Ξ 2Ιορ2Χ. 


13.7 ὌὍριον μσυσίας μὲ ον τοῦ ὠρισμένου ὁλοκληρώματος 


Φπήμγσον Φρισμέναι µε μορφαὶ ἀκολουθιῶν διὰ τὰς ὁποίας τὸ ὠρισμένο 
ὁλοκλήρωμα, ὅπως ὡρίστηκε κατὰ ΕΙεπΙΒΗΗ, δίδει λύση στὸ πρόβλημα 
εὑρέσεως τοῦ ὁρίου αὐτῶν. . 

Πρὸς τοῦτο δοθείσης μιᾶς ἀκολουθίας αν| νεΝ μετασχηματίζοµεν 
αὐτὴν οὕτώς, ὥστε οἵ ὅροι της νὰ προκύπτουν ὡς τιμὲς μιᾶς συναρτήσεως 


ἴ{κ) διὰ διαφορετικἁς τιμὰς τοῦ Χ. 
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Ἐν συνεχείᾳ εὑρίσκομεν τὸ ὅριο τοῦ πρώτου καὶ τελευταίου ὅρου. 
αὐτῆς καὶ διαμερίζομεν τὸ τὸ διάστηµα τὸ ὁποῖον σχηματίζουν « οἱ δύο ἀριθμοί, 
σχηματῖζομεν οὕτως ἐν νο κιώ ἄθροισμα η ὁριακὴ τιμὴ τοῦ ὁποίου 


εἶναι κατὰ τὰ γνωστὰ τὸ Τν Εχ)άχ-Ξ {(β)---Π(α) ποὺ συμπίπτει μὲ τὸ Ιίππαν 


α 


πι ον -- πι ὃ, σκορ) | Κάντο, 


νο Γδο ν-» Ἔοο κ. ο νο Ἔθο ο 
ας ών : 
ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ. 1. Νὰ ὑπολογισθῇ τὸ πια, μὲ αν -- Εις ο 
ως, Ὃ μας ’ μςἩ Ἡ νὸ --2ὐ . Ἐφσιμγν 
᾽Απάντησις. Ἡ αν] νεΝ γράφεται : 
(ν). κ ) 1] 
αν ας : κ. ο ο -ἵ---ο- συ . 
μα (ο) ΓΣ ντι 1-3 ( κ ) 
ὁπότε φαίνεται ὅτι ἡ συνά μι μα μα «Ν δίδει ὅλους τοὺ 
πότε φαίνεται ὅτι ἡ συνάρτησις Τραμ πε ς τοὺς 


ὄρους τῆς αν|νεΝ. Ἐπίσης διὰ ν -- --οο ὁ πρῶτος καὶ τελευταῖος ὄρος τῆς ἀγκύλης 

συγκλίνουν στὸ 0 καὶ 1 ἀντιστοίχως ὡς ἐκ τούτου τὸ διάστηµα [0,1] διαιροῦμεν 
1 2 ν 

ὡς ἑξῆς Φ, --(ο-.., 3... 


τ .ς ο η, «καὶ σχημµατίζοµεν τὸ ἑνδιάμεσο ἄθροισμα 


τῆς Γκ) μὲ σημεῖα τὰ δεξιὰ ἄκρα τοῦ «ὧν, ὁπότε ἔχομεν : 


ο {] 
ἴπ Σα] ἂν --., ώς, 


ν-» ου ν-»-οοἱ ν Ην) γ 14 ν) ος ν 11 ν μα 


1 ] ᾿ 
- ος απ [ιουα--ὸ]- : 1οϱ2 ---- α ορ! ος πι  "ψψη., στ, 


Ῥ 5 
ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2. Νὰ εὑρεθῇ τὸ Ιίπιαν μὲ αν γα γα ελα τς 2 ο Ἡ (αν) 


, Ὦ μα. 1 13 έ 23 λα] 
Απάντησις. Εἶναι Ίορα, -Ξ τ [ιος (ας 3) Γορ (η τν) Ἔνν. Ἔἷορ (1 ο] 


ὁπότε ἣ συνάρτησις {(κ) -- ἰορ(! --κᾖ) μὲ χΞ τ- - -- ος ν δίδει ὅλους τοὺς ὅρους 
τῆς Ίοραν, τοῦ ν -» ἠ-οο ὁ πρῶτος καὶ τελευταῖος ὄρος αὐτῆς συγκλίνουν πρὸς τὸ 0 καὶ { 
2 


ἀντιστοίχῶς, διαµερίζοµεν ἑπομένως τὸ διάστηµα [0, 1] ὡς ἑξῆς: Ὢν -- (ο, νι ον 


ν ς ο 
χα ἡ καὶ σχηµατίζοµεν τὸ ἐνδιάμεσον ἄθροισμα 


1 1 Ι να νὸ . : 
Σιν Ιοε(1-ε ον) Εν Ίο (1ή το.) --- δολ ν Ἱορ(ι .-νε]- Επειδὴ δὲ 


ἥπι Σν -- Γ ((Οάχ - , Ιορ(1 --χλλάκ -- [μιοεα κ], ο 
ν-» Γοο 1 Γκ : ἃ 
ν 


ο να 


1 
-- 1ορ2--2 [ (-- 


0 


1 π π 
ασε) ᾱχ -:Ιορ2 -- 2-2 απ ᾳἩ ΓΙοβ2 ---2. 


"Αρα. Ίΐπιαν Ξ- Ιίπι Σν Ξ . 


ν-»--0οο ν-»--σο 


«ΕΙοβ ---2., 


13. 8 πό ρισκνον ὁλοκλήρωμα ὡς ἐμθαδόὸν κ 


Ἔστω ἡ συνάρτησις { ὡρισμένη καὶ συνεχἠς εἰς τὸ [α, β] μὲ {σπ) 320 
ψεχ[α, β]. Ζητεῖται νὰ εὑρεθῇ τὸ ἐμβαδὸν Ε τὸ ὁριζόμενον ὑπὸ τοῦ δια- 
γράμματος τῆς ἴ, τοῦ ἄξονος τῶν χ καὶ τῶν εὐθειῶν χα, χ-- β ὡς εἰς 


τὸ σχῆμα. Ἡ ἔννοια τοῦ ὠρισμένου ὀλοκληρώματος προέκυψεν κατ’ ἀρχὴν 
ὡς πρόβλημα ἐμβαδοῦ καὶ ἡ ἰδέα ὀφείλεται εἲς τὸν ᾿Αρχιμήδην, ὃ ὁποῖος 
ἐφήρμοσεν ταύτην διὰ τὸν ὑπολογισμὸν τοῦ ἐμβαδοῦ κύκλου, τοῦ παρα- 
βολικοῦ τμήματος καὶ ἄλλων ἐπιπέδων χωρίων. 

Γενικῶς τὸ ἐμβαδὸν ἑνὸς ἐπιπέδου χὠρίου, τὸ ὁποῖον περικλείεται 
ὑπὸ μιᾶς καμπύλης, προσεγγίζεται μὲ τὸ ἐμβαδὸν τὸ ὁποῖον περικλείει µία 
ἐγγεγραμμένη εἰς αὐτὴν πολυγὠνικὴ γραμμή. 

"Ας θεωρήσωμµεν κατ ἀρχὴν τὴν περίπτῶσιν, ὅπου ἡ ἓ εἶναι γραμμικὴ 


ή: 
κ, ------υὺὓὺὓ-- 


((α) . ας αιώνα 


συνάρτησις, δηλ. {(α) -- ΥΧ-:δ, τότε τὸ χωρίον Ε εἶναι τὸ τραπέζιον Ααββ 
(βλέπε τὸ ἀνωτέρω σχῆμα), τοῦ ὁποίου τὸ ἐμβαδὸν εἶναι : 


(Λα)-Γ(Ββ) Γ(α)-Ι-Π(β) 
2 


Β.-- ῥ-ὁπτσ Φ--α 
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οαἔν ᾱς - . δα ης. ο. 
Αλλά εἶναι κάν {ω)άκ αν, (κ-Γδ)άχ -- | γ ση «Εδαχι -- . - 
ο ο μ.ο. 
2 δ δ ἱ 
τε ο α---ᾱ--- σα Ἰῃ α) -- τὰ ει ὢ --ᾱ- 


Συνεπῶς τὸ ἐμβαδὸν τοῦ χωρίου Ἑ δίδεται ἀπὸ τό: 


β 
/ {αχ -- Ε 


α 


Ὁ τύπος ἰσχύει καὶ εἲς τὴν περίπτωσιν, ὅπου τὸ διάγραµµµα τῆς { εἶναι 


µία πολυγωνικἡ γραμμἠ ὡς εἲς τὸ σχῆμα. Τότε εἶναι (Ε) -- (Ε!)-Γ(Εε)-Γ(Ε2). 
᾽Αλλὰ βάσει τῶν ἀνωτέρω ἔχομεν : 


(Ε/) -- ν πρλας, 8) -- β "πθᾶς, (Εν -- [ΓἼοθὰκ 


α 


καὶ βάσει τῆς προτάσεωῶς 4 τοῦ ὥρισμένου ὁλοκληρώμοτος λαμβάνομεν : 


ᾗ θακ -- / "ρθας -- / αν -- [πάς ε(Ε] 


ἝἜστω τώρα ὅτι τὸ διάγραµµα τῆς ἵ εἶναι µία τυχοῦσα καμπύλη, τότε 
δυνάµεθα νὰ διαιρέσῶμεν τὸ διάστηµα [α, β] εἷς ν ἴσα µέρη διὰ τῶν διαιρε- 
τικῶν σημείων αι, αρ, 64, ..., νι, Καὶ ἔστω Αι, Α»,..., Αν τὰ σημεῖα 
τομῆς τῶν εὐθειῶν Χ--αι,χ--ανρ...,Χξ αν ι καὶ τοῦ διαγράµµατος 
τῆς Γἀντιστοίχως (ὡς εἰς τὸ σχῆμα). Τότε τὸ ζητούμενον ἐμβαδὸν Ε προσεγγί- 
ζεται μὲ τὸ ἄθροισμα τῶν ἐμβαδῶν τῶν σχηματιζοµένῶων τραπεζίων, δηλ. 
εἶναι : 


Εν -- (1. 
1” Κα. α}. Καῶβ--α, Κα Γζολβ--α, 
2 2 ν 2 ν 
ο ο... 
Ἰ ὢ --ὃ--α ο ώυκα 


ν 


Και) { 
ο. πο μα 


{α»)-Ι-Εἰ αι) 
2 


Παι) -Ι-{(α.) -ἰ-.. .-ἵ- ἔανι) ΙΓ (β)]η- ------ 


Ἐὰν ὑπάρχῃ τὸ Ππι(Ει) καὶ εἶναι ἕνας πραγματικὸς ἀριθμός, αὐτὸς δί- 
γ.ν του 


δει τὴν τιμήν τοῦ ζητουµένου ἐμβαδοῦ (Ε). 


Άρη (8) -- πΚΕ) --, πι ο. πο ο σας, 
(Ε) -- ἵπη (Ε)) -- ἴἶπι δα [ἴζα) Κας) Γ.Ε Καν) ΠΡ), διότι 
νο» νο ν.ν Ἔνο 
απ λ Ῥσσα αι Ροή 
νο» Γθοο ν ν νγ ν 
᾿Αποδεικνύεται δὲ ὅτι .- 
.- ον [ἴζαι) ΕΓαι) 1... Εαν |) ΠΡ -- ' θα. 


Συνεπῶς (Ε) -- ος τς / [(χ)άκ. 


ἨΠαρατήρησις Ἆ Ἐὰν (9 «0 ψχε[α, β], τότε τὸ / ί Εχ)λάχ εἶναι ἆἀρι- 


α 
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θμὸς ἀρνητικός, καὶ ὡς ἐκ τούτου ἐὰν τὸ διάγραµµα τῆς { παρουσιάζεται 
ὡς εἲς τὸ σχῆμα. τότε τὸ ἐμβαδὸν θεωρεῖται προσημµασμένον θετικόν - ἀρ- 


νητικὀν. Κατὰ συνέπειαν διὰ τὸ προσηµασμένον ἐμβαδὸν θὰ ἔχωμεν: 


(8) -- [ας -- [7 καν -- [7 ποθάς -- [" ρδάκ ε [) θάκ. 


Ἡ α τα 


Παρατήρησις 2. ᾿Εὰν τὸ χωρίον Ε περικλείεται ἀπὸ τὰς εὐθείαςκ -- α, 
χ--β καὶ τὰ διαγράµµατα τῶν { καὶ {ο ὡς εἰς τὸ σχῆμα θὰ ἔχωμεν : 


η 


ϱϱ -- [7 ῦ--οθ]άκ 


. 
Παρατήρησις 3. Ἐὰν τὸ χωρίον Ε περικλείεται ἀπὸ τὰς εὐθείας Υ -- α, 


γ β καὶ τοῦ δίαγρᾶμματος τῆς χ -- ΠΥ) ὡς εἲς τὸ σχῆμα θά εἶναι : 


ν] 


(8) -- [ πθὰν 


α 


-. ἷ 
Παρατήρηῃσις 4. Τὸ ἐμβαδὸν τοῦ χωρίου Ε ποὺ περικλείεται ἀπὸ τὰς 
ωωσομωμ-.---- νὰ 
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εὐθείας γα, ΥΞ β καὶ τὰ διαγράµµατα τῶν συναρτήσεων Π(Υ) καὶ Π/(Υγ) 
β 
εἶναι : (8) -- [.Ι61ς)- ψ]αν 


ΠΠ) 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ. Νὰ ὑπολογισθοῦν τὰ ἐμβαδὰ τῶν χωρίῶων τῶν ὁριζομένων ὑπὸ τῶν 
κάτωθι καμπύλων: 
α) {(κ) -- χξΣ--3κ-2 καὶ Υ -- 0 βκξο2ί,κθῦ,γ-5 


9 
γ) -- Ε 32, χ-- 2γ δ) χὰ-Ενῖ -- 4, χὸ--γὸ ς- 4χ 


᾽Απάντησις. α) Τὸ ζητούμενον ἐμβαδὸν Ε κεῖται μεταξὺ τῆς καμπύλης μὲ ἐξίσωσιν 
Υ -- κ---2χ--ἱ2 καὶ τοῦ ἄξονος τῶν κ ὡς δεικνύει τὸ σχῆμα. 


: 6 


02 2 
ρα (8) -- [΄ Πὰκ -- [  ---θκα-θὰκ -- αρτν ςὶ 
1 Ι 


 χὸ Αχ» ή ω 
4 


Γ ο. 

' Σημείωσις 1 1] τὸ ἐμβαδὸν εἶναι ἀρνητικὸν διότι ὅταν ἢ ὀλοκλήρῶσις γίνεται εἲς 
τὸν ἄξονα τῶν Χ, τότε κάτωθεν αὐτοῦ εἶναι ἀρνητικὸν, ἄνώθεν δὲ αὐτοῦ θετικόν’ ἐὰν δὲ ἡ 
ὁλοκλήρῶσις γίνεται εἲς τὸν ἄξονα γΥ’, τότε δεξιὰ αὐτοῦ τὸ ἐμβαδὸν εἶναι θετικὸν καὶ 
ὄριοεερο αμα ή, 


ώς 9 Τά ἄκρα ὁλοκληρώσεως εὑρίσκονται ἂν θέσωµεν {(Χ) «Ξ 0. 
{ 
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β) Τὸ ζητούμενον ἐμβαδὸν Ἐ κεῖται μεταξὺ τῆς καμπύλης μὲ ἐξίσώσιν χα -- 2" 
τοῦ ἄξονος γ΄ καὶ τῆς εὐθείας Υ -- 3, ὣς δεικνύει τὸ σχῆμα, ἐὰν δὸ ὁλοκληρώσωμεν ὡς 


πρὸς , θὰ ἔχωμεν: 
3 3 3 
»-[ χάν Ξ 2ν1ὰν -- β ακ ατα, 
ϱ 0 


ν] 
γ) Τὸ ἐμβαδὸν Ε περικλείεται μεταξὺ τῶν καμπύλων μὲ ἐξισώσεις νι -- --- : 2 
καὶ ο - 3 τῶν ὁποίων τὰ σημεῖα τομῆς ἔχουν συντεταγµένας (--4, ---2) καὶ (2, 1) ὡς 
τ ο "3 3 χ” Χ 
εἰς τὸ σχΏμα. Αρα ΕΞ ] (ψι--γολᾶχ - / (---ᾱ- Ἔξλ-- 2 )άκ σα 
-ᾱ --4 
χὃ χΣ 2 8 4 64 16 
-|- ο ατα ] μάκον λος μον κας λα. 


ὃ) Αἱ δύο περιφέρειαι εἶναι ἴσαι καὶ ἡ µία διέρχεται ἀπὸ τὸ κέντρον τῆς ἄλλης, 
ἑπομένως ἡ κοινἠ χορδὴ καὶ ὁ ἄξων κχ’ χωρίζουν τὸ κοινὸν µέρος τῶν περιφερειῶν 
εἰς τέσσαρα ἴσα µέρη, ἄρα ἂν ὑπολογίσῶμεν τὸ ἕνα ἐκ τῶν μερῶν, τότε τὸ ὁλικὸν ἐμ- 
βαδὸν θὰ εἶναι τετραπλάσιον αὐτοῦ, ᾿Αρκεῖ ἑπομένως νὰ ὁλοκληρώσώμεν τὴν πρώτην 
καμπύλην ἀπὸ 1 μέχρι 2, ὡς δεικνύει τὸ σχῆμα. 
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να 
Συνεπῶς: (9) 5 / γ΄ 4- «χὲ ἄχ θέτοµεν κ -- 2ηµί, ἀχ -- 2συνιάϊ καὶ μὲ χΞ2 
! 


1 
λαμβάνομµεν ηµεξ 1 --ἰ-- : μὲ Χ -- Ι λαµμβάνομεν ημί -- --- --{-- - καὶ τὸ ὅλο- 


π π 
Ε ο δα οΣ 
κλήρωμα γίνεται : (ο) -- γ/3 Δημι 2συνίάϊ -- 4 | συνῖίαι -- 
: ε 
6 6 
μη 
Γ συνίημί 12 π 3 2π α λες 
ο ο ο ασε 
6 
.. ---- Ε - 2π 3 
Τελικῶς (Ε) Ξ “(ς) .. 4 -- τι ”-] 


-ν « αα, ἳ προ ή ς έιναρ η Έςειι” 
ον ΘΕίογενό βρε πο ο νἩ πα 


Ὁ 


ε ρὲξιωυλέ 
αρ  πικὴ ο. αν υγ 


ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΛΕΛΥΜΕΝΑΙ 
Ἑ ΜΕΘΟΔΟΙ 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ 


13. 9 Εἰσαγωγικά. 


Ἡ τεχνικἠ τῆς ὁλοκληρώσεως δὲν εἶναι θέµα καὶ τόσον εὔκολον καὶ 
τοῦτο, διότι ἡ ποικιλία τῶν παρουσιαζοµένων περιπτώσεῶν εἶναι πολὺ 
ἐκτεταμένη, ὅπως ἀσφαλῶς θὰ διακρίνατε ἀπὸ τὰ στοιχεῖα ποὺ ἔχομεν 
ἀναφέρει ἐδᾷ. 

Βασικῶς θὰ πρέπει νὰ κατέχῶμεν πολὺ καλῶς τοὺς κανόνας ὁλοκληρό- 
σεως καὶ τὰς ἰδιότητας καθὼς καὶ τὰ βασικἁ ὁλοκληρώματα. 

Πάντως ἐκεῖνο ποὺ πρέπει νὰ προσέξωµεν εἶναι ὅτι εἲς τὸ ἀχ χωρὶς 
καμμίαν ἀλλαγὴν δυνάµεθα νὰ προσθέσωμεν Ἡ ἀφαιρέσωμεν µίαν σταθε- 
ρὰν εἲς τὸ χ καθὼς ἐπίσης νὰ πολλαπλασιάσωμεν αὐτὸ ἐπὶ σταθερὰν πολλα- 
πλασιάζοντες ἄντιστοίχως κ καὶ τὸ χ ἐπὶ τὴν σταθεράν. Προσέξατε ἀκόμη 
ὅτι ἐντὸς τοῦ ἀχ δύναται νὰ εἰσαχθῇ καὶ τὸ ὁλοκλήρωμα μιᾶς συναρτή- 
σεως σεως {. Αν ἐκ τῶν μετασχηματισμῶν αὐτῶν οὐδεὶς βοηθεῖ εἰς τὴν εὕρεσιν 
τοῦ ὀλοκληρώματος, τότε καταφεύγοµεν εἰς τὰ δύο μεθόδους ὁλοκληρώσεις 
κατὰ παράγοντας καὶ ἀντικαταστάσεως. Κυρίως ἢ μέθοδος ἀντικαταστάσεῶς 
διὰ τῆς καταλλήλου ἐκλογῆς τῆς νέας συναρτήσεως βοηθεῖ τὰ μέγιστα 
εἲς τὸν ὑπολογισμὸν τοῦ δοθέντος ὁλοκληρώματος. Ὅμως τὸ κυριώτερον’ 
ὅλων εἶναι ἡ µεγάλη ἐξάσκησις εἲς τὰ θέµατα αὐτά. 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1. Ὑπολογίσατε τὰ ἀκόλουθα ὁλοκληρώματα: 


α) [αταη ἀκΙκ κ --ἶμ2 ρα. «ο οκ 5 
αγυοςα--» ἡ )α- Όα 2 ο” 

Υ) [ν κά ὀχ]κτ-- : ὃ [-τς- ἀχΙκΣ --ᾖ 

3 νλκ 3 3 

ε) ᾗι μα ἀχίχ --2 στ) [οβ κ) ακικ» 0 
(-κὓ α--2) . Ἀ 

Ό ο ημχάχ χ σὲ 2κπ η) (2δχ” 4 σχ)ἀχ 
ἄ4 (4 --συνκ)ξ κεΖ 7χ” --ἀχΣ--1 

ϐ πι μα 2κ. π [απο χΧημχ Χ τε 2Κπ 

) ᾗ συ ον αἠ., 2 ν 4 πο κεΖ 


κεζ, 
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τα) / ημ᾽χὰχ ιβ) { ρα ο. οορᾶ 
κ] --Ύκ--1 
χπουνΣ 
ἀκ Ι0 κ 

κ. ]ῶ, αἴοας | 1 [Όπως συνο ο βαν . 
τε) ᾗ οκ- 3). χὃ 3χ-|-2 ἀχ |χ-----ᾱ-κ -2»0 ιστ) / παω ος 
ιΌ Ἱ ο ον ἀχ]| χεξ τη) {τη τς ἀχ|χεξ 

6” |-ο”5 

3 δά 
1θ) κ ἀχ]χκιΙ ο { κα Β. 

]α- ον σα 

9 ρ ΄ χ” Χ-ἰ-2 μις α β 

ας ο) Ἡομωσσπα- ο μΙκ-α Ἔπει ἜπτΣ 

ος : πμ ο πας ας μα 
ἐκ τοῦ ὀὁποίου λαμβάνοµεν: α 3 .β5 3” Ἐπομένως: . στους ἂχ -- 

1 1 1 
Ἕ]α--π στι τς - ο) ἀκ-- ο [ση ασ [κοσ-κ 
ο ράς-1) ἁίκ 2) ωέ] κ) 
ος εσ[ορρο  κ----Ἡ-Ιο8Ικ ΕΙ Η 3 ΙοΕΙΚ1 21: 
οἱ χὃ οκ χᾶ - ωμά) β τι 
κ κ ηπετοἡμέςς τελι ορ ρλ πώως ἁρλωο 
πο ο κούδ. κα ρ 
τα στο: ἙἘπομένως: 


κ ον 
ο ο -( ο πψ ο. 
κε ππαση οσαρτίο οκ ο απ οταν ἑωλκδᾶ 


1. ραἀ(κ--1) , ά(κ--2) Χ' 
τος τας ασ 12 {- 2 σα ΙοδΙκ--ᾱ//- -ᾱ απ πας 


ν 


γζθέτομεν Υ- 3χ-Εἰ - ον Ξ (0χ-Γ1)΄ -- 3 καὶ ἑπομένως θὰ ἔχωμεν: 


1 
τπτ 1 - 1 -δ- 
ἄκ[ᾶκ -- 4 ο Σ4] Ξ. 
9 κ. 3 [[νν ως 3 [[ν γ-δκ.-ἰ 


: 2 
3 


αγ το 5 
- - δις τος τν ] ο {/ΑκΓῦ. 
-- «ΗΕ γα δΧΦ1 
2 Ἵνγςδσ-τγί 
κκ σα κ ωῖ, -- - [ῃ πο] 
ῤ Α/2κ-3 ι 2.2ΥγΎ ΥΞ2κ139 4 γγ. 4) τν ο σα 
1 1 
.. ο αν εί ο 
[αν ων 2 αγ] -ιι 2 3 ν : 
4 8 γτε2κἠ3 ᾶπ πι μπας. 
1] παει 1 
1Υ--2κ3 
κα 3 1 
. νοκ ν/2κ--3. 


εντ αντ] 
6 ὧν γ «23 ς 
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ρω. - «ΚΕ ος ακχτβ ρω . κε 3 1 
αμ ο οι πρ τι πες ασ 


"Επομένως ο” στα : )ακ- 
ως / τπατδα 5 ΧΙ 5 κ--2 


. (κ--)άκ α- χάχ ο 3 {[ ἀχ το .- 
ο ν ο ση : πα πτ τρας ο πα 


: κλ-ῖ - 
ἀ(κ-.. : {. ἁχ Ί. ἀ(κ--2) 1 , 3 
.. τό δι Την 5 / ο πρ ο μμ 
1 
ας. ἰορ| κ--2|. 
στ) Εάν ν Ξ- ΙΟΡΣΧ, τότε ον 5 (1ομχ) Ξ ᾱ 5 ϱΥ -- ος καὶ ἑπομένως : 
(1ορχ)’ . : κ Γ νναὰ ] -- (1ορχ)”"Σ 
/ ο κ... [ντι νεο ον 
ζ { ημχάχ ---[αι -“Ὕμχάκς ἀ(συνχ) ὦ, ϱ ἄ(συνχ-ἰ-1) ε. 
) ] ({ -Γσυνχ): { Γσυνα): ) (1 --συνχ)” μες ({ --συνχ); 
ο νά. Ξ-- [ηταν] σα) δν ὧν, 
|) .. αι [γ Σ]ν--1«ουνκ ἱ---2--1 ]γ-εΙ-«συνκ 


1 


ρω --. Ἔξνε Ἐν ος 
Ξ [γ- 1]γ-- Ι--συνκ Γ.Γ συνκ 


3 . 4 9 
519 θά {άῆκΕδκὴ κ1κ. μη). 


μα πεσσα κ Γκ ΕΙ 
χάΧ Ὦ δις 
θ) [5 πι [κ( (ος) ἀχ -- [χ(εφχ) ἄχ -- χεφχ - [εφχ(κ) ἆκ Ξ- χεφχ 
--- [εφχὰκ -- χε ο. ἀκ -- χεφχ -|- μ ΞΞχεφκ--ἰοδ| συνχ| 
9 ἵό συνχ. ω συνχ κ ἵ 


. ρε - [ «( η ) ἂκ (κατὰ τὸ Ὁ. Ἑπομένως : 


1-συνχ)” 1-Εσυνχ 
χημχάχ 1 1 πα κι. ... . 
Γσυνκὸὲ ΄ ἲσυχς ο 1-συνχ σα Γσυνχ ασυνκ 
/ ᾳ μμ ωώ 1 ος 1 
νά{χ ) 
ἁ κκ ος πανε. η ασ) ο ώμος 
1--συνχ α ᾱ το ΤΕσυνχ ὕ ών ο 1-συνκ νο 
) 2συν" 2 «/;. συν 5. 
3 
ια) ημᾶχακ -- { 4 ημχ --- : πμοκ) ᾱχ Ξ- (διότι ημ2χ - 2ημχ -- 4ημῦχ) 
8 1 ιό 3 1 
Ξ- τ/ ημχάχ--- ασ ημθχάκ - - « συνκ{-] [ ἁ(συν2α) -- τα συνκ 1Σ συν2χ-- 


--. συνχ -|- ᾱ- συνόχ. 


-- 


ἀχ 1 ος. τς 1 ------ 
ιβ) Γρ οτ τα [ινα] ενκ--τ ἀχ 5 5 [νκγΙὰκ 4 
1 1 
κ να] ας ---- [Γα.0 σας 04 ο [α--υ Σάα--3 - 
1 1 
πο. πο - . -ᾱ- 
ων ῃ ο ο ο ανν 
1-1 Ξ- Ελ 


1 
ιγ) ᾿Εάὰν Υ - Ιορχ -- ἂ Ξ- (1ορχ)΄ -- νι ᾱν -- ο καὶ ἑπομένως θά ἔχωώμεν;: 


αχ ἀγ ] μα ο 
πο ταν 9 ο -- Ξξ[ἱορ |Υ ]ν--ιοςκ -- Ιοξ Ιἱομχ|. 


ἀ ρ Ἡ : - 
ιδ) Θέτομεν Υ 5 χημχ Γσυνχ - .ἲ Ξ (Χημχ--συνχ)΄ -- χσυνχ. Επομένως θἀ εἶναι: 


Ἄσυνχακ ο[ῇ πε, - (ντ ) . 
(ςημκ- Γσυνχ); πλ ΥΣ ᾗν--χημς συνκ 2-1 /γξ-κημχ--συνς 
-{-- ν) ον. οὐ... 
ν-χημκ--συνχ χημχ-- συνχ - 


ἆ 
ιε) Θέτομεν χ/ --Δχ- 255 γΥ -- ας Ξ-(κἳ-- 2-2) «-ὃ2κ--3 καὶ ἑπομένως: 


1 


- -τ- ΕΙ 
ινα .., 2 
[οκ-- 3) νχὸ- κ γ2άχ-- [{νγ ἀγ]ν --κ1--ᾱς «2 -{ὖ 1 -- 
2 .. γαχ2--2χ--2 
3 
---ᾱ- (ὁ- 2κ-- 8) 27 
«οσα Ἡ 
χάχ 1 1 ὃν κ 
ιστ) ------------Ξ -- --Σ 4] τς οἱ -ἵ------- -- 
.. Μ1-Γαὐχὲ 2αἡ ην νο γς!4-αἲχ. ο 263 αμ μα 


1 . 
ο (1 --αἆχλ) ος 


4 
ἂν Ξε (οἳ)΄ -- ϱἳ -» ἄν -- οἵὰχ καὶ ἑπομένως : 


Γης ὅ οτι, Ἵν. ο. νο «π)ὦ -- η 


Ξ- ---]ορο"--Ιορ(οὐ" -ἰ-1) -- 


ιζ) Ἐόάν νυν Ξεἳ -» 


Ξ- ]ορ(ο” --ε-χ). 
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' οι ὁ , ὁ 
.4) Εὰν ν - 1 -ημὲχ -» ας Ξ- (| --ημλχ) -- 2ημχσυνκ καὶ ἑπομένως 


'Ἠμχσυνχάκ ..ῃ .. 


λ4 ια 


--ᾱ μον υ-- 
Τ/ημᾶχ 5 2 57 |ν««ἰ--ημιχΞξ 


1 
2 19Ρ(1 ἠ-ημ”χ) -- Ιοργ1 γημῖκ. 


δν ο ο Ρ νο καὶ εὑρίσκομεν ὅτι : 
(1 --κ)ὸ 1 αχ (ἰ-κ- ο (--κ 


Κάιν. δι 1 ῃ ο ων 
απ τα αν  ά |α- (1-κ)ξ κο) [ῶ5 αι. Ε [αν κ) 


Ι 


ι0) Θέτομεν 


ἀγ 
Ἂντώραγξξί--χ- τμ Ξ(1---κ)’ ξ ---ἶἰ -- 4γ -- ---ᾱχ καὶ ἔχομεν: 


- ἀγ αγ 1΄ γα .... 
πα Ἔ ατα . ς- οι Υν ιά ἃ  ῆ 2 πί]ο τι 


-ἷ--λε-ἲ. η ο σα 
γ 2 Υὸ /γ--Ι--κ Ίκ 2 (1--κ) 
αγ άΧχ εν Αχ 1 (κάτ) -- τί άν ) αἩ 
Α/α1-μ1 4 χιτ 4 ΧΙ νν /Υ-1 κά 
---ᾱ- 
1 1 1 ἀ-- 
ορ μον ρα κο ωκᾖρμα, 
4 1 2 γ-! κι 2 
ο Ὅ αγ κε 


ΠΑΡΑΛΕΙΓΜΑ 2. Δείξατε ὅτι / οχ' ἀχ -- χ'ε. --ν αᾗ χ'-1οᾷχ καὶ ἑπομένως ἂν 
Ἡν-- { οοχ'ὰχ ἰσχύει ὁ τύπος ἀναγωγῆς : 
ἅν -- χ'οἳ ---ν Τι |νεΝ. 
᾽Απάνιησις. Ἔχομεν {[οὔχτάχ Ξ- {κ (οῦ ὁχ Ξ- χγς ---- {κ οἳ (κ) ἀχ-- χ'οθ--- Γοὔνχ]-]άχκο 
5 χ'6: --- ν[οἶχν-1ὰκ. 
Ἠτοι: {νε χ’'εἳ ---ν ἔνι. 
Ἐφαρμογὴ διὰ ν -- 4. 
Ἔχομεν: | ως κάαὶ --- 41, 
- 4 | ἵν -- χὸς --- 3], 
12 | 1 -- χὲεξ --- 21, 
--24 ! ΙιΞκοαὶ--ἰ [εκ Ξ- αχ --- ϱ) 
1 -- χὶοῖ --- 4κὸς" -|- 12χ2ο” ---- 24χοῦ-|- 2493 -- ο (κι ---- 4χ) -12Χ3 ---24χ-ἷ- 24). 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3, 'Εὰν 1, -{ Χ’φασὀχ, δείξατε ὅτι : 
ν 
ἄν -- .- -ᾱ Τι | αἲθ νεΝ. 


19 
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ο κος, 5 . ον . σσ 1’ ο 6ας 
Απάντησις. Ἔχομεν ] χεατάχ | αν σ ) ὁχ 5 κ. σος ι ο. («9 ἂκ -- 
χ’εν" ν ας χουν ν 
Ἑ - -------[χ' 1 εω. ἀχ, ἤτοι: Ἱν -- ο. 
α α . μ] ν α α νὰ 


Ἐφαρμογή: Διά αΞ 2 καὶ ν -- 3. 
6ἳχ 
Εὐρίσκομεν: Ἰρ Ξ- ----- (4Χ3 ---- 6χ5-ἰ- όχ --- 3). 
[ο] 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4, Δείξατε ὅτι ἐὰν ᾖἸ, - | χσυνρχᾶχ | νεΝ, Ρεν θά εἶναι : 
ος Χα ημρκ νχ' 1συνρχ ν(ν---1) 


Ι -- -- στα --- ου  ἀν-ο 
Ῥ η] στ αν 
᾽Απάντησις. Ἔχομεν Ἱν -- [ χ'συνρχάκ -- Γκαν (1193) κ Ξ-- χὶ Οίνος μι / πες 
ἳ ο) ρ / ρ Ρ 
χ'σσυνραε δὲ ή Χ΄Ώμρχκ ν { .. ---συνρχ ) 
κν)αχ -- ------ κα 1ρχάΧ ξ- -------- --- --- Χ πο --] ἀκ - 
ο Ρ μυ κ Ρ ρὸ Ρ 
ν. --- να ν ν--α 
οι σερ ο τις ο ος 
Ρ ρι Ρ παρα 1 Ρ ρ” 
-α- ν. γ--α ο 
- επ [ Χ' "συνρχάχ - μας ο νὰ ε οὰ εν ς ) 1ν.ο. 
Ρ η) Ρ ρ" ρ” 
Ἐν η τς -. ημρα δόκς Ὃν ο νο 
Διὰ ν ἄρτιον εὑρίσκομεν: [η π συνρχάχ-- - τε (νΞ:0) καὶ διὰ ν περιττὸν εὖ- 
ρίσκοµεν : 
χημρα συνρχ 
Ἡ -- [ χσυνρχάχ - ------ τι 
α-} χσυνρ ζ ο 
Νά γίνη ἐφαρμογὴ διὰ ν -- 4 καὶ ρ--2. 
2 2 
Εὐρίσκομεν: ἴς -- αν τς χὴ--- 6χἳ--δ) ος σ κῖ--3). 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 5. ᾿Εὰν Ἱ,Ξ ἥ συν΄θάθ | νεΝ δείξατε ὅτι: 


ον 1θημῦ . ν--ῖ 
θεα ο Ίων 


ἂν 


᾽Απάντησις. Ἔχομεν: ἵνξ 1} συν’ θάθ 5 { συν’ 1θ(ηµ θ)΄ἀθ -- συν'-10 ημθ --- 
-- } ηµθίσυν”-1 θ)΄άθ-- συν” Ίθημθ --- [ημθ.[(ν ---1) συν’ θί--ημθ)]άθ-- συν’-] θημθ -- 
Ἔ(ν--- 1) [ημ”θσυν"'3θ4θ -- συν” 1θημθ-Γ(ν --- 1) {  -- συν θ)συν:-3θάθ -- συν” θημθ-- 


1- (ν --- 1) ( ης συν” 2θάθ --- {ς συν’θάθ) -- συν''Σ θημῦ-(ν---Ι) (ἵνι--- π). 


συν’ 1θημθ ν 


"Αρα Ίνή(ν --- Ε)ῖν -- συν” "θημθ-Ε(ν --ῖνν εν νι τε : 


στ Ίνα. 
᾿Αναλόγως εὑρίσκομεν ἂν Ἱν 1 ημ'θάθ ὅτι : 
--ῃμ"-ὰ θσυνθ ον. 


Ἱν -» Γῶρ μι ν 1... 


Νὰ γίνη ἐφαρμογὴ εἷς τὸ Ἂ συν:’θάθ. 
συνθημθ ;. 5συνθημθ 


5 


5θ 
κ αν κ άμα 


Εὐρίσκομεν : ᾗ συνθξάθ - 


αΞ ή. 


χ'αχ 
ΠΑΡΑΛΕΙΓΜΑ 6. Ἐὰν Ἰ, Ξ ο -- - δείξατε ὅτι: 
ἵ  να»--αξ 
γ--λ 9 9 μπας 
πο. σινθας αν ον ζλά, 
ν 
᾽Απάντησις,. Ἔχομεν: ΊνξΞ ο αλα ο μα / κ’ ({/χ1-Γ αἲ)΄ ακ -- 
α/χδ-ραἳ 


-- κα γ/χγῶ -- . 4/11 1-αξ (2 αχ -- κ’ ὶ νκλ γα” -- 
τν Ό Τ γα γ κν-ὰχ -- 


πε τλιμο ο. ἈγχΥ--2 
-- να //αδ-Γαξ --- (ν---1) θὰ 


γ/ : γα 
τς ( μα. ς χ' δὰχ - 
νο νεα μαμα ο αμ. 


Ξ- χ'-ᾱ /κ1--αἳ --- (ν---ἴ) (1ν αν |) -- νῖν -- κ᾿Ἶὶ γ/κ-αξ --- 
-- αἲ(ν--1) ἵν.ε, ἤτοι τὸ ἀποδεικτέον. 
Διὰ νΞ 5 εὑρίσκομεν: 


πι αἲ 
{στ 55 να γα (914 - κα” '-δαλ), 
κ κάσαξ 15 
ΠΑΡΑΛΑΕΙ ΜΑ 7. Ὑπολογίσατε τὰ ἀκόλουθα ὠρισμένα ὀλοκληρώματα: 
π 
β υχ 
α) ᾗ χζὰκ β) / ημχάκ 
ος 0 
2 ο. 
γ) / Ιορχάς ὃ) / 4 εφχάκ 
ο 
π 
ια 2ν Ν 
ϱ)] Ταχ στ) / συν(νχ)ὰκ [νε 
0 
νπ [π ἀθ 
4] Ἡ ημχάκ | νεΝ η) |) πτασα 
0 0 
4 3 3 
᾽Απάντησις, α) Ἔχομεν ; Ἱ, χλάχ -- / χλάκ ή ο [ ἂν [ κ πε αι 
α 3 Ἶα 3 3 
α 
ῴ πλ. (β9--- αλ), 
3 
π π π 
ζ π 
β) , ημχάκΞ ή ημκάκ] μα |-- συνκ [ή συ - (-- συν 0) 
ο 
ϱ 
5 συν]. 


Φ ή Σ]ορχάκ-- [κμουκ-- ο -- 2(19ϱ2--1)--ΙΙοε]--- 1) «- 1ἱ062---2-Ε1 -- 2ἱοβ2--- 
1 
1 
-- 1 -- Ιορά---Ι. 
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π 
ὃ) ν εφχάχ -- [--ιομ(συν)|; ὃ- ---Ίορσυν Ξ «Γ ἱορσυνθ - ---ἰορ -, --- 


Έ Ἱορί - ---Ιορί --Ιορζ-- Ιορ2. 


1 χά 1 μι -- 3 
9 [νετ [ιν] ὕοενι κκ! -1οεν2--ΙοεΥ 1 - Ιον 2. 
υ] 


π π ημ 2- 
στ) αν συν(νκ)ἀχ -- προ δν. ο πκος 
ἱ ν |ο ν ν 
0 
ονπ νπ 
Ὀ ) ημχάχ Ξ [- συν β Ξ- ---συννπ--συνθ -- 1 --- συνπν, 
ἂν ν ἄρτιος, θἀ εἶναι: 1 --ἶἰΞ0 
ἂν ν περιττός, θὰ εἶναι: 1 --(--Ἡ)Ξ2 
πάημθά ντοτὰ ἀδι ἀ(4συνθ-») 
5--4συνθ 5--4συνθ 4συνθ --5 
0 
-. ---]0ρ6(5--4συνθ) Μ, 55 ---Ίορ(» ---4)-Ι-Ιορ(5-|-4) Ξ- ---ἶορί -Ι-Ιορθ -- 1οβ9. 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 8. Ὑπολογίσατε τὴν τιμὴν τοῦ ἐμβαδοῦ τοῦ χωρίου Ε' τοῦ ἐπιπέ- 
δου, τὸ ὁποῖον περιέχεται μεταξὺ τῆς παραβολῆς μὲ ἐξίσωσιν {(κ) Ξ- 3χΣ καὶ τῆς εὐθείας. 
μὲ ἐξίσωσιν ἔι(χ) Ξ 2α)α -» 0 (ἐννοεῖται καὶ τοῦ ἄξονος τῶν χ). Συντόµως: 


{(κ) Ξ- 3χΣ μὲ χε[θ, 2α]. 


᾽Απάντησις. Ἡ τιµὴ τοῦ ἐμβαδοῦ δίδεται ὑπὸ τοῦ τύπου: 


2' 2 2α 5 Ἴ2. 2. 
(8) - / "ἡχδὰκ -- 3 ᾗ "χεάχ -- 3 / χλᾶχ -- Ἱ] Ξ ρ " [ο --(2ᾳ)ὲ ---0ὐ --- δαῦ 
0 Ὁ 0 


ΠΑΡΑΛΕΙΓΜΑ 9. Ὁμοίως διὰ τὴν συνάρτησιν {(κ) Ξ- συνχ μέ: κε [ο, ώς 1. 


προ. --- 


π μμα 


π 
-”- 2 
Ἀ"Απάντησις. Ἔχομεν (Ε) -- 2 συνχάκ -- | / συνκάκ[ὁ -"ἴπμα]. Ξα 


--ημθ -- 1. 


--ημ 


ως Ἀ ος. 


᾽Απάντησις. Γνωρίζοµεν ὅτι ἡ ἐξίσωσις τοῦ κύκλου εἶναι χ--γ: ς- αἲ μὲ κέντρον 
τὴν ἀρχὴν τῶν συντεταγμένων καὶ ἀκτῖνα α. ᾿Ἐπομένως διά τὸν ὑπολογισμὸν τοῦ χωρίου 
(ἐπιπέδου) Ε, τὸ ὁποῖον περιέχεται μεταξὺ τοῦ διαγράµµατος τῆς καμπύλης μὲ ἐξίσῶσιν 
Επ) -- ναξ --χ» καὶ μὲ χε[--α, α] (καὶ τοῦ ἄξονος τῶν χ) ἀρκεῖ νὰ ὑπολογίσωμεν τὸ 

αᾳ , --. 
ὠρισμένον ὁλοκλήρωμα / Φαξ --- κ2 ᾱχ. 
πα 
α Φ-α-κασααα. 
ἜἨτοι (Ε) - / γαἳ --χὲ ἄχ. 
τα 
Κατ’ ἀρχὴν ὑπολογίζομεν τὸ ἀόριστον ὁλοκλήρωμα / γ/α.--κὶ ἆχ, 
: 4 --- να 
Θέτομµεν χΞ αγ καὶ συνεπῶς αν το Ἠραι κ -- αάγ. 
Κατόπιν τούτου λαμβάνομεν: 


Ἓ. [να --ᾱ άκ-- [ναών αάν -- α’ [γ--ν' ἁν. 
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Θέτομεν τώρα Υ Ξ ηµθ, ὅτε ο Ξ (ημθ)’ -- συνθ καὶ ἑπομένως: 
{1 - ο ή Μ/ τη συνθάθ -- αἳ ή συνθ(ηµθ)΄ἀ4θ -- αί(συνθημθ --- / ημθ(συνθ) 4θ) -- 
-- ((συνθημθ -ἰ- ή. ημ2θάθ) -- αἲ(συνθημθ-|- / ({ ---συν”θ)ἀθ) -- 
Ξ- ᾳ(συνθημθ - 60 --- / συν:θάθ) -- ασυνθημθ-Γαὖθ ---ἴ 


20 
2] Ξ- α(ημθσυνθ -:θ) -- ἵ -- αἳ (5 αμ, ) . 
Τὸ ἄκρα ὁλοκληρώσεως καθορίζονται τώρα ὡς ἀκολούθως : 
Εἶναι -αξχτα ----αξΈαγξα «Ὁὂ --ἲΞΥΞΙ καὶ ἐπεδὴ Υγ-ημθ -- 


π π 
--- κθς . 
2 .«θς - 


π 
'-ὲ-. ἳ 
Παρατηροῦμεν ὅθεν ὅτι : / Φ/1 ---ν ἀγ-- τ 2 συν: 48. 
---ἲ π 


ὦχ 

π θ π 
χρω». συῤθαθς ορ αμ 0 ο πετ 
Αρα: συν’θάθ | αν ο πο α 2 ὁπότε 4/αξ- -κλάχ 

π πε μη 

το ᾱ- : 
π πα ο Χ . Ἐν ρα 
ε- αὖ ο σκοῖςς καὶ τὸ ἐμβαδὸν τοῦ κύκλου εἶναι παξ. 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 11. Νὰ ὑπολογισθῇ τὸ ἐμβαδὸν τοῦ ἐπιπέδου χωρίου τοῦ περιεχο- 
µένου μεταξὺ τῶν γραμμῶν μὲ ἐξισώσεις ἀντιστοίχως: 


{() Ξ- 2χ» καὶ {α) 5 2χ- 1 
᾽Απάντησις. Αἱ γραμμαὶ μὸ ἐξισώσεις Ε(Χ) -- 2χ3 καὶ Εκ) Ξ- 3χ---1 ἔχουν σημεῖα 


τοµῆς τὰ Μι {2 7) καὶ Με, 2) καὶ χε[ ο, α]ν α) 3 κ). 
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θὰ ἔχωμεν: 
1 [ ἵ Ι 3 2 . 
ἵ (Ο9χ----Ι----οχ") ἀχ -- δᾗ χακ-- [ ακ--2{ χὰΧ -- [ Ξ χΌ---χ--- : α] κ. 
1 | 1 1 Β σσ 
2 ελ 2 ον 
ας θ 1 ὤμμδα (8 οἩ 1 2 τ) -- 
λα μμ... ΗΝ ο Μα ον 24 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 12. Θεωροῦμεν τὰς καμπύλας μὲ ἐξισώσεις ἀντιστοίχως ἔι(κ) Ξ 
Ξ5:--Χ»--4 καὶ κ) Ξ --- χ”-Ε1, αἱ ὁποῖαι εἶναι δύο παραβολαίὶ μὲ σημεῖα τομῆς τὰ 


1! καὶ 1ο μὸ τὸν ἄξονα τῶν κ καὶ τετμηµένας ἀντιστοίχως χΞΞ --2 καὶ χ-Ξ 2. Ἐὰν αἱ 
κορυφαὶ τῶν καμπύλων εἶναι Ἰ, καὶ Ἐ, μὲ τεταγµένας ἀντιστοίχως Υ Ξ- 4 καὶ Υ Ξ- 1, νὰ 
ὑπολογισθῇ τὸ ἐμβαδὸν τοῦ ἐπιπέδου χωρίου τοῦ κειµένου μεταξὺ τῶν τόξων Τι]ι1, καὶ 
ἀ,ῖ,. 

᾽Απάντησις. Ἐπειδὴ {ι--κ) Ξ ἔκ) καὶ {--χ) 5 ω(κ) ΨΧΕΕ ἔπεται ὅτι ἑκάστη 
τῶν Ει, {ο εἶναι ἀρτία συνάρτησις καὶ ὅτι ὡς ἐκ τούτου ἔχουν ἄξονα συμμετρίας τὸν ἄξο- 
γα τῶν Υ. 


γ{ 


᾿Αρκεῖ λοιπὸν νὰ ὑπολογίσώμεν τὸ ἐμβαδὸν τοῦ γραμμοσκιασμένου µέρους καὶ νὰ 
τὸ διπλασιάσώµεν. ᾿Επειδὴ διὰ ψχε[θ, 2] εἶναι Ει(Χ) 5 ἴκκ) θὰ ἔχωμεν : 


ο ο... 
0 «0 


2 ”-”----- {8 κ. 
ο ο μα... ε6)--ο--4 
0 


καὶ ἑπομένως τὸ ζητούμενον ἐμβαδὸν θά εἶναι: (2Ε) -- ὃ. 


κ” 
αχ -- 


«Υ ας χες 
, λα] ον ή 1 ΠΑΡΑΛΕΙΓΜΑ 13. | ΗΡΙΦΜΕΝ τὴν συνάρτησιν { μὲ τύπον: 
ρ κ ------ -ῄ 1 1 
᾿ Π Έξ τες - 9 
σοτα-υ ταθ 


1) Νὰ μελετηθῇ καὶ νὰ παρασταθῇ γραφικῶς. 
2) Νὰ ὁρισθῇ τὸ ἐμβαδὸν τοῦ ἐπιπέδου χωρίου (ΕΒΕ) Ξ-- ΕΚλ). τὸ ὁποῖον περιέχεται 
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μεταξὺ τοῦ ἄξονος τῶν χ, τῆς καμπύλης καὶ τῶν τεταγµένων δύο σημείων μὲ τετμηµένας 
κξλκαὶχξλλ»2. 

᾿Ακολούθως νὰ εὑρεθῇ τὸ ΙἰπιΕ(λ), ἂν λ. -- -Κοο. 

᾽Απάντησις. Τὸ πεδίον ὁρισμοῦ τῆς Ε εἶναι τὸ Ε--{--Ι, 1}. Παρατηροῦμεν ὅτι 
{(---κ) Ξ5 Γ(9) ΝΧΕΕ -- {--ἶ, 1), καὶ ἑπομένως ἔχει ὡς ἄξονα συμμετρίας τὸν ἄξονα τῶν Υ. 
Ἑπομένως ἀρκεῖ νὰ μελετῆ εἷς τὸ [0, -|-οο) μὲ ἐξαίρεσιν τὸ σημεῖον 1 καὶ ἀκολούθως 
νὰ συμπληρωθῆ διὰ τῆς συμμετρίας ώς πρὸς τὸν ἄξονα τῶν ν. 


αλά, Ὅ α ΑΝ ο λωθ οικ. ὅνς τω 

α τῷ [σσ ε[ση) --α[οπι πε] 

(--Ὅ «Εθν Γ 9) (α λος καλο 3) 
α-τ ιν 


μη 


καὶ εἰς τὸ πεδίον ὁρισμοῦ της. 

Παρατηροῦμεν ὅτι (κ) Ξ0 ἄν χΞθ(χ« 1) καὶ Γ0) 50 διά θ«χς 1 καὶ 
Εωῶς0 διὰ χ.νΙ. 

Εἶναι δὲ Ππι(κ) -- ---ο καὶ Ππιί(χ) Ξ 0. 


κο» κ-- ο 
Καταστρώνομεν τὸν ἀκόλουθον πίνακα μεταβολῶν. 


Ἡ γραφικἡ παράστασις: 


2) Διὰ νὰ ὑπολογίσωμεν τὸ Είλ) παρατηροῦμεν ὅτι εἶναι : 
λ ηλ 
το -[ί 1 -μ 1 δημ]. μι πο κο 
(Χ. 
0 


ο  ακῦ) ο ἙΕἳ  πο στι 
4 2λ. 
καὶ εἶ Είλ Ξ-- ἀφοῦ: ----. 
ναι ο ν 1” ἀφοῦ: χε ο. 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 14. Θεωροῦμεν τὴν συνάρτησιν { μὲ τύπον ἔα) Ξ χὸὃ - -6χὲ--δχ. 
Νὰ ὑπολογισθῇ τὸ ἐμβαδὸν τοῦ ἐπιπέδου χωρίου τοῦ κειµένου μεταξὺ ταύτης καὶ τοῦ 
ἄξονος τῶν χ. 
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᾽Απάντησις. Ἡ καμπύλη τέμνει τὸν ἄξονα τῶν κ εἰς τὰ σημεῖα κ--θ, κ-- 2 καὶ 
χΞά4 καὶ διὰ χ -- --οο Πχ) -»- --οο, 
Παρατηροῦμεν ὅτι {(Χ) -- 3χὲ -- 12χ-Γ8 καὶ Γ(ς) Ξξ 6χ--- 12. 


Εἶναι [5-0 διὰ κ.» «οσκός. καθὼς καὶ μὲ χ-« δι 12 ἑνῷ εἶναι Γῶ «0 
ο κ] 12 
διὰ «6 ας νςιος δὰ φας, 


3» 0 ὑπάρχει ἐλάχιστον καὶ 


4 Υ/12 ἣ π 
Εἰς τὰ σημεῖα χ -- ο ἡ-ᾱ ἐπειδὴ ο ῥωκκκα 


ἐπειδὴ {’ 6 κα 0 ὑπάρχει µέγιστον. Τὸ σημεῖον κ -- 2 εἶναι σημεῖον καμπῆς. 


Διὰ κ.»2 ἡ καμπύλη στρέφει τὰ κοῖλα πρὸς τὰ ἄνω καὶ διὰ 0«χ«2 στρέφει τὰ κοῖλα 
πρὸς τὰ κάτω. Ἔχομεν συνεπῶς τὴν κάτωθι γραφικὴν παράστασιν. 


Ἶ 


Ζητοῦμεν τὸ ἐμβαδὸν τοῦ γραμμοσκιασµένου µέρους. 
Θὰ ἔχωμεν: 
2 χὃ 2 
{ αἱ - «6χ3 Γθκάκ--- ς (ἱ- 63 δχ)άκ [ο --λκνάκν 
0 2 
χν Ῥ 
Ξε [πα --2κῤ-ιάκ' 4 4-8, 
4 1 
ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 15. Νὰ ὑπολογισθῇ τὸ ἐμβαδὸν ἐλλείψεως ὁ, ς --ᾱ, 
τοι μὲ κέντρον τὴν ἀρχὴν καὶ ἡμιάξονας α, β. 
᾽Απάντησις. Θὰ ζητήσωμεν (λόγῳφ τῆς ὑπαρχούσης συμμετρίας) νὰ ὑπολογίσωμεν 
κατ’ ἀρχὴν τὸ ἐμβαδὸν τοῦ χωρίου τοῦ κειµένου μεταξὺ τῆς καμπύλης τῆς { μὲ 


{(Χ) -- ο φαξ - χξ(- ας κχτςα) καὶ τοῦ ἄξονος τῶν χ. 


Ἡἵ-ν 1 πα 
Ἠτοι: (Ε) - φ/αἲ ---χὲ αχ -/ τ «αγ1-Υὶ ἀγμὲ Υ --αςκ. 
--α --ἲ 


-- -ᾱ 
τν. ἔ -- π παβ 
θὰ ἔχωμεν αβ[ «Φ/1- «γ: ἀν -- αβ. κο α, 
--ἲ 
(ὡς εἴδομεν καὶ εἰς τὸ ἀντίστοιχον θέµα ἐμβαδοῦ κύκλου), 
Ἑπομένως τὸ ἐμβαδὸν τῆς ἐλλείψεως εἶναι: (Ε) ς- παβ 


να 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 16. Θεωροῦμεν τῆν συνάρτησιν Γ μὲ τύπον : 
ο. . 

1) Νά μελετηθῇ καὶ νὰ γίνῃ τὸ διάγραµµα αὐτῆς. 

2) Δείξατε ὅτι ὑπάρχει πλαγία ὀὄσύμπτωτος Δ. 

3) Νὰ ὑπολογισθῇ τὸ ἐμβαδὸν Ε{λ) τοῦ χωρίου τοῦ κειμένου μεταξὺ τῆς καμπύλης, τῆς 
ἀσυμπτώτου Δ καὶ τῶν παραλλήλων πρὸς τὸν ἄξονα τῶν γ μὲ τετµηµένας 3 καὶ 
1553). 

4) Νὰ εὑρεθῇ τὸ Ππι Ελ). 

λ. ν 1-00 
᾽Απάντησις. 1) Πεδίον ὁρισμοῦ τῆς ἔ τὸ ΚΕ. --- {1}. 1 παράγωγος τῆς Ε εἶναι {3 - 
--ὃ (Χ--1) (κ-- (α--2) (1-3) 
(--1λά (---1λὰ 
Εἰναι (α) ο Οδιάχ 3 ἠχς 1 καὶ (κ) «διά 1] «χς 1. 
Ἔχομεν τὸν ἀκόλουθον πίνακα μεταβολῶν, 


-1 Ψχεξ -- (1). 


«|-α | -.. 


ρω | 34 | μαρη | - 


ι | ν -|-οο οο πηῖπ | μη 
δις ἃ μι λτὸ μα 
2) ᾿Επειδὴ Ιίπι Γίχ) -- --οο ἡ εὐθεῖα Χ-- 1 εἴναι ἀσύμπτωτος. 
Ρα: 


Παρσατηροῦμεν ὅτι (κ) ---(κ--τ) -- . κ καὶ εἶναι [πι Π(α)---κ---1] Ξ- 0 καὶ ἄρα 
(α---1)ή Χ-νοο 


ἡ εὐθεῖα ΔΑ μὲ ἑξίσωσιν Εκ) Ξ- κ -- 1 εἶναι µία πλαγία ἀσύμπτωτος τῆς {, ᾿Ἐπειδὴ δὲ 
{(Χ) --(κ---1) 5 0, ἔπεται ὅτι ἠξΔ κεῖται κάτῶθεν τοῦ ὃ διαγράµµατος τοῦ {. Τὸ διάγραµµα 
εἶναι τὸ ἀκόλουθον. 


3) Διὰ τὸν ὑπολογισμὸν τοῦ γραμμοσκιασμµένου χωρίου ἔχομεν : 


Ε(Α) -- κ... -- ἀχ-- ) ω. [απ .-α[ασπι- 


-ιη 1 --4 2λ --- ὗ 


πε «κ τή ὀλ ο ρὶ πι ΕΩ) --2. 
πο πι ο ο ο 
ο ------- ον σι ο 
η [ππαραλΕ Μα 17 ]να ὑπολογισθῇ τὸ { προ τωσο αι 
μεν πω) 


ὅπου { (), {Γ) ἡ πρώτη καὶ δευτέρα παράγωγος τῆς { ἀντιστοίχως. 


ν .. 
ΣΑπάντησις. Τὸ ὁλοκλήρωμα γράφεται [ ον - : 3 . 


[τ τς ἀκ--[ π(-- 2Γ μ) - -[τ . ἀκ1Ε 2: ρα 2(0η ἃν -ἀρωμ᾽ 


--... ----- μὲ απεκπ, Κε. 
Ύ/χξ ---2κσυνα ἠ-1 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ. 18. Νά ὑπολογισθῇ τὸ . 


᾽Απάντησις. Εἶναι χξ --- 2χσυνα ἠ-ἶ -- (Χχ---συνα)” -- συν-α-ἶ «- (Χ--- συνα)” -Εημξα 
θέτοµεν χ--- συνα -- |[ημα | - ἀχΞ |ημα]άί, (κ--- συνα)”--ημία -- ηµῥα(! --ιὔ) καὶ τὸ 
ὁλοκλήρωμα ο ο. 
| ημας Ξε { νο καὶ ἂν θέσωμεν καὶ πάλιν 
4/Χξ -- 2συνακ -|- α. -ᾱ [ημα [να ΣΙ γιό 


5 
1 5 φ--{- 1 -ὁ -- (ῳ -- θἡ 5» 29ί --ϕὶ ---{ ε- »αίϊ -- 


2φ 
φ' ΓΙ αϊ [ φὲ-ι-{ ἄφ 
τετ ς- αφ ὁπότε ἔχομεν: τσ Ἑς τες 
αρ ον [πεσει 2ψ. Φ Τὰ φ 
29 
θα ΄ κ---σύνα, 
-- 19βφ - ιο πι, .9) . [ να 
οµφ σσ μη ( οί: 1 ἠ- 8) κάσος πα 
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ας μ- νε 
ὅ, ᾗνςεση [α ο) Γι. ιο συνα--ν/κ' ο σ ἑ 


ᾗ) ἵημα | 
εσα | ο πα 19) Νὰ ὑπολογισθοῦν τὰ κάτωθι ὑλοκληρώματα: 
4 4 
(ὦ) μετα Ώμχσυνχ ν ὅ ῷ - ἀχ ε 
( Ί-συν Σχ) κο ο). 5--- 3συνὶχἠ-δημ)χ 
᾽Απάντησις. α) ᾿Ἐπειδὴ ἡ συνάρτησις εἶναι περιττή πρὸς ημχ, θέτοµεν συνχ -- {, 
--εαημχάϊ 1 ἀ(15 -|-1) 


---ημχάχ -- αἱ καὶ λαμβάνομεν : 
ο ο Ξ ρατς - ο 
20(:5 1) 20 (1 --συνδχ)ά 

β) Ἐπειδὴ ἡ συνάρτησις εἶναι ἀἁρτία ὡς πρὸς συνκ καὶ ημα, θέτοµεν εκ -- ἐ -- 


πο "αρ πο) αρ” 


-- χξτοξρεφί, ἀχ Ξ κας Ἡ συνίχ --: -ᾱ ἱ ἔ ο 

οξφί, ἀχ τμ πμ κ πε, πχ καὶ ἔχομεν: 
( ἀχ 4 1 [ἀθὺ ] . 
) 5 ---Άσυν-χ-ἰ-5ημξχ στο) τοις ο 3 ) 1. (205 [η 3 ο. ἴερς - 


Ξ- αν τοξρεφ(2εφχ)--ο. 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 20. Νὰ ὑπολογισθοῦν τὰ ὀλοκληρώματα : 


κα 
α) { ον ἀχ β) / ε ὁ ημλκάκ 


᾽Απάντησις. α) Εΐναι κατὰ σειρὰν [πο ἀκ - νο. 1ος (Χχ-:-1) ἂχ -- 


ος [ους 1)ά (- ο) - : Ιορ(κ - υ-- [τ-(- κ) ἄιορ (Χ 1-1) -- -- Ιορίκ-{ !) .. 


Χ 
ο Ἱορίκ-Ε 1) μα Ἰορίκ--1) ο, βοιάχ { οκ 
.- χ-ΕΙ ὡμ χ  α(χ--ἰ) Χ ο... α-ΕΙ’ ὅπου 
αν - ρ οι 1 1 Ἶ 
οι, ὦ εὑρίσκονται ἐκ τῆς ταυτότητος ον Έ -δπσι τη ΓἩ καὶ εἶναι ο, οι --ἶ 
1 Ι 1 1 
Οπότε λαμβάνομεν: / οι ) κ -- --- ο ) -οακ --- ἰορί(χ-ἱ-1) --ο. 


.. .. 


β) Ἔχομεν {ο 3 ημλχάχ κα 3 ημλχά (-- ζ ) Ξ- 


κ 
--ᾱ [ημ2χάιο 3 ) -- -Δημὂχο τν 4ο : άημ2κ -- -Βημ2χο 5. 


ον συ ας οδς ο» 
3 3 


3-3 [ ϱ συνλχ2άκ -- --ΊημΛχο 3 -- 6 ᾗ ε ὁ συνλχἁκ -- --Ίημλχο τ-- 


ων μον κ Ξ δω Χ 
--]θ [συνοκά (ε 3) Ξ- ---3ῃἨμΖ2χς 3 1ᾶσυνρχο ὁ -- "ο ὃ ημ2χζάκχ. 
ο... ᾱ- 
ρα 327 πα, ημοχάχ -- --3ημλχεο 


κ. μεσο. 
Ε 3 


--- 18συν2χὸ -- 


4 Χ κ κ 
κ . ημ2χάχ --- Ώμ2χε πα ος συν2χο ---ᾱ- ὁ ο (ημὸχ-Γ6συν2σ). 
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ΠΑΡΑΔΕΙΗ ΜΑ 21. Εὰν ἡ Ε εἶναι συνεχἠς εἰς τὸ [--θ, ϐ| καὶ ἰσχύτῃ ἴ) Ξ- --ἵ(---ᾱ) 
ἀντιστοίχως {(κ) Ξ ἤ--χ) νΣ, ---χε[---θ, ϐ] τότε: 


ϐ θ 
1) , («άχΞ0 ἀντιστοίχως 2) ᾗ {αλάὰχΧΞ2 / (ἀπ 
-- -θ ϱ 
ϐ 
᾽Απάντησις. 1) Εἶναι { ((χ)λὰχ - { : {(χλᾶχ -- { : Γ(χ)αχ. 
--θ --θ ϱ 


Ἔστω τὸ / ν {(κ)λὰχ θέτοµεν χΞ-- 1, ἀχ -- --ᾱι, ἐκ) -- ἔ(---) -- ---ἔ(θ) (διότι ἡ, 
--θ 
Γ περιττή), ὁπότε λαμβάνομεν : 


0 η] ο --ο θ -- υ] 
| Εκ)ὰκ -- / ((θαι -- / (αι -- / (θάι , κλάχ 


Αρα τελικῶς λαμβάνομεν : 


9 ο ϱ θ ο ρο οὐ 
. Εὰκ ο) [(ὰκ -- / ερθακ «---- η (οράκ - / (οθάχ -- 0 


0 
ο ο θ ο 
2) Εἶναι { ε(θάχ 5 Ἶ {(οάχ -Γ { Ε(θάχ καὶ ἂν θεωρήσωμεν τὸ { Ε(κ)ἀχ μὲ- 
-θ --θ ϱ -θ 
« 0 0 ο 
κ τ--ε-- αχ ς---ᾱι, ἐζ) -- ἐ--0 -- Πθ), ὁπότε { (ρθάκ ----- ᾗ Κθάι---- [ (αάκ. 
--θ θ 6 
» : 6 0 ϱ 0 
Άρα τελικῶς λαμβάνοµεν : / (οθάκ -- / ((θάκ -- / ἑωάχις----- / {(λὰχ -- 
0 θ 


--θ --θ 


ϱ ϐ 8 θ : 
/ ο δες: ᾗ ()άκ -- | (ο0ὰκ --2 / (ρθὰκ, 


ΠΑΡΑΛΕΙΓΜΑ 22. Νὰ εὐρεθῇ τὸ πια, µέ: 
αγ αν. [ 13Γσυν) Ἱ- «Ἔ συν” ον Ἔνος Ἔ κο. |. 
ν ν ν ν 


3 ντ 
ν ο. ν » 
ἡ ὁποία δίδει ὅλους τοὺς ὅρους τῆς αν|νεΝ. Διά ν -- --οο ὁ πρῶτος καὶ τελευταῖος ὄρος: 


τῆς αν|νεΝ συγκλίνουν εἰς τὸ 0 καὶ 1 ἀντιστοίχως: διαμερίζοµεν ἑπομένως τὸ διάστηµα 


Απάντησις. Θεωρὀῦμεν τὴν συνάρτησιν {Γ(κ) -- συν πχ μὲχ0, .- 
ν 


[0, 1] ὡς ἑξῆς : Δ, -- (ο, δν. 3. -- πο. 1] καὶ σχηματίζοµεν τὸ ἐνδιάμεσον ἄθροισμα: 
----] 
Σν - Ἡ οὐας, ουν ἳ Εως συν" -- π 
ν ν ν 
. 1 1 1 1 
᾿ΕἘπειδὴ δὲ [πι Σν -{ {(χ)άχ - συνἑπχάχ -{ ρυνασκ -/ αν. .. 
ν.ν- ἰ-οο 2 2 
0 ο Π 
1 συν2πχ τν 1 -- 
ο. 


ο 
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 23. Θέτομεν (1 --χ) Ξ ο/--οιχ ουχ) --.. « ον κ” ἀ) 


Προσδιορίσατε τὸ ἄθροισμα ϱς, -- --- Οι -- Ξ ΟΕ... στη ς.Ξ5. 
.. 


᾽Απάντησις, Ὁλοκληρώνομεν τὴν (1) ἀπὸ 0 ἕως 1 καὶ λαμβάνομεν: 


: πμ ρα μα κωκ τὃ ν μμ. 
/ αι μλλάκς- / (ος ΙΓοιχ' Εομχῖ-... ομκάκ -- [πρι - 
0 


χ2 σ] ο 
ἃ οσα ἜνεἜον τρ] 


211. 1 1 1 1 
«ο ώς μα ώ αάό ας. πιο ον 
πο ωμό ος ο κο τηλ. 
ν-εἰ 
ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 24. ᾿Γὰν νεΝ, δείξατε ὅτι: τμ] Ι : αχ -- συμπερά- 


ν 


νατε δὲ ἐξ αὐτοῦ ὅτι τὸ ἄθροισμα 1 -- .. - τι. Ἕ τ- κεῖται μεταξὺ Ιορ(ν 11) 


1 
2 
καὶ Ιορν--1. 
᾽Απάντησις. Εἶναι γνωστὸν ὅτι ψχεξ ἰσχύει ν«χ«ν--ὶ, ἄρα: 
1 1 


1 ρ Β Β 4 : ος 
σπα] κο -- - . καὶ βάσει τῆς προτάσεως (8) τοῦ ὠρισμένου ὁλοκληρώματος ἔχομεν 


. ο. πα 1 Ἱς ο ος 1 
ν ν ν ν 
καὶ ἂν στὴν (!) θέσωµεν ν -- ἱ,2,...,ν λαμβάνομεν: 


. «[- τακας 1 -- σε [α ᾱ-ἀκ« 2 - να ᾱ ακ 
2 ι Φα 3. χΧ σσ. 
1 ν-- 


μα τ θεα, Β κ 
ταση ) κ αχ 5 καὶ διὰ προσθέσεως ἔχομεν: 


2 3 
ος λνοᾶ, «[- άε [ ο. Ον 
2 3 ν Χ Χ νο Χ 1 
1 2 γ-- 1 


Ξ ]οον --- ἰο5Ι Ξ- Ιομν. 


Ὁμοίως λαμβάνομεν : . ᾱ «κι. κ. ας, . ᾱ- ἀκςἲ ή : μνς, αν 


ο”. τε ἀχκ1Ε -σ- ο. εἜσν [εκ κια σ--.. Εν 
1 1 


1 1 
5 Ἱοβ(ν 1) ς1- -- -... ον 


9. 1 1 
Συνεπῶς ἰσχύει: ᾖ{Ιος(ν-Ι-1)«1 -- ο ο πο ἶορν Γ1. 


ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΠΡΟΣ ΛΥΣΙΝ 
Γ 1. ΚΥΚΛΟΣ ΠΡΩΤΟΣ 
ΚΥΚΛΟΣ ΔΕΥΤΕΡΟΣ 


Κύκλος πρῶτος 


1. Νά ὑπολογισθοῦν τὰ ἀκόλουθα ὁλοκληρώματα : 


Ώ [α 2) [οκ ο 2κ4-1)ὰκ 
3) / α---«κΙνκὰκ 4) Ῥ θκλ-ελάΧ 
6) { (4 .2ῤΑά2άχ 6) [ 1/χδ--3 κεάκ 
8χξὲάχ χναχ 
Αν [ον κα ο --ᾱ 
[6 9 [ νσΣ 
το (κ--3)άκ 
9) [κν 1-23 ἂκ ο ουν 
9 α/ χἳ-Γόκ 
ο 3 
11) [κν--δδὰκ 12) ο μα 
Α/ χάχ 
ἀχ αχ 
19) στης 9 ᾗωττ 
χ--2 θκ. 
16) [ΤΤ ἀκ 16) [α ἂχ 
17) / ο αν 18) Ἰ Ἀχσυνχακ 
η ημὶ 
ημχ Ἔσυνα 
19) { οφ2χάκ 2) [ης 
2. Ὁμοίως τὰ κάτωθι : 
ς αχ 
ιν) ᾗ9 συνε]άχ 2) Γτρουος 
3 2 2χ)54 4) που 
) / εφορμαμουας / στεμ2χ -- σῴ2ςχ 


ἀκ αχ 
ν ο 6 [εε--τε 


Ῥ ῄ χ5-Γόχ-Γδ. 
. 
ϱ) { ο αι... ἷψ 
ο χΣ-ἰ-2χ --- 3 
3. Ὁμοίωῶς τὰ κάτωθι : 


9 / σος 
3) / ( ---χθλκεάκ 
5) [ατα 


1) [ (οἵ--κάλάχ 


ῤ 
9) { ημοχάχ 
οι 
4. Ὁμοίῶς τὰ κάτωθι : 
αχ 
. / 1η συνδχ. 
8) { Υ κα ---ἔκ ὁχ 


5. Ὁμοίως τὰ κάτωθι : 
1) } χ’]ορχάχ 


3) / χλ ο 
5) ή 6 συνβχάχ 
Ἄ ἡµ συνιχάχ 
9) / εφίκάχ 
6. Ὁμοίως τὰ κάτωθι; 


1) / ημαχσυνιχὀχ 
3) / χ(συν χ;-- ημιχ )ἀχ 


5) [Γεοκν/τομχ αχ 


7. 'Ὁμοίως τὰ κάτωθι : 
χὸ 
Ε) κε 4 αχ 


ας. 


ϐ) / 8 


9 πσποα 
10) [.ν 1-36 κ 


2) [91 -δχαι 


(κ-Ε1)άΧ 
9 στι .Εὸχ- 4 


10) ] ημαχσυναχάχ 


2 [στα 
χλάχ 


ο πασσατς 


2) { κ ν΄ Τγκ ὁχ 
4) ᾖ ημχημ2χάχ 
6) η ημδχάχ 

8) { συνάχσυν2χάχ 


10) [οφ'λκάκ 


2) συνόχάχ 
Ί-- ημχ 
συν1/ε χαχ 

. ημλ ή χ 


ἀχ 


ϐ) [νο-- ἡκἲ 
ὁ Χ 


χζχ 
2) [αοη χδ) η); 


{πες 
’ (16--- 9χ2)1/: 
5) ] ο - 


8. 'Ὁμοίως τὰ κάἀτώθι : 


ο τω 
Χὸ-- κὖ--Χ--1 


[π 2χδὰχ 
3) Ππησ] 


ᾗ ημχάα 
5) συνχ(! --συν-χ) 


9. 'Οµοίως τὰ ὀλοκληρώματα : 


{ ἀχ 
1 
.  χγ/χδΓχ--2 Χ--2 


3) [1ν1-οᾷ ἀχ 


ρα ον 
ο πο εαν 
Χ 


οἲσ 
9 / οτε αμ 


10. Νά ὑπολογισθοῦν τὰ κάτωθι ὁλοκληρώματα : 


σὲ 
1) τας. ρααρ αχ 


. ντε (ο: ετών ον 


μα 


αχ 
4) / (ὦ -Γκθεν 


ϐ) μ- 


Α/(4χὲ- -24χ-27)ο 


6 / η στι 


2) ο μη 
1 --ημχ- -συνχ 


ἀχ 
9 ο) 
6 [57 ο πα-, 3ἳ 
9 Ε-- 


ολάχ 
0 ᾖο μι 


2) [9ε φ/εἳ) ἁχ 
4) ή! οἲν/Τ1οἳ ἂχ 


11. Διὰ τῆς παραγοντικῆς μεθόδου νὰ ὑπολογισθοῦν τὰ ὁλοκληρώματα : 


1) Γκιομκὰκ 

3) ᾗ τοξημχάχ 
5) / χ᾿τοξημχά χ 
7) [κο συν'κάκ 


9). [()- 2133. )ο2ὰκ 


2) [Γκημλκὰκ 

4) / χδημχάχ 

6) [ χ2οξημχάχ 
μὲ 

ϐ) { 3 συνχάχ 


ο [η αλα 


16 


ο 


12. Νὰ ὑπολογισθοῦν τὰ κάτωθι ὠρισμένα ὁλοκληρώματα : 


[ κα ας με 
19) χν κ αχ 2) ἵς οκ --- ϱ2κς ἀκ 
1 μα 
π ο χΧ α π 1 
συνὲ -- ο 
3) / ανν 4) | . ( ημχ -- 4συνχ -- ----- ες) ἀχ 
ο συνῖσχ 
0 
ι --ἵαι 3 - 
5 ή] κο ἁκ οκ. αρ. 
τι ϱ γκ 
! ἵ α---. 
0 [ιαὸ---1 ]ὰκ ϐ{νΓ--αἲ ἀκ 
0 --ι 
ο 3 
ετων 2π 
9) / Α/Χ--ημχ ἀχ 10) / Χ| ημχ |άχ 
π π 
ρα ΕΣ 


13. Δείξατε ὅτι : 


ι Ι ἀχ π 10035. 1 
Ώ --- ας μμ ες οηχκἘς. 
2 ὦμ αρ στα ὦ ος { 20υκ 2ο 
ο 0 
11 μχᾶ Ἱρ 1 Τ 
φας μόνα 
Φ1Ξξ ] τγάχξ-ς 4) ος | χημχάχ «ο 
1 
2 
14. Δείξατε ὅτι γχεξ ἰσχύει: 
χὲ χἜ χδ 
1) 0««κ---Ιορία-ἰ-1)-« επ 2) συνκ»! ---ᾱ- 3) κ λημκκ--πτ 
κ πα 
15. Ὁμοίως ὅτι: 0- ῄ Ξ ημ" χάχ« { . ημέχάκχ. 
0 0 
16. ᾽᾿Αποδείξατε ὅτι ἐὰν α, βεξ ἰσχύει : Ἱ ο κας -- ε, ἀκχ--0 
! . ἄν} τεκ Έραρε 


0 
καὶ κατὰ συνέπειαν ὅτι : ἰοᾳ(! --α)-Γ]ομ(! -Ι-β)Σ»Ιοµ(! -:-α--β). 
17. Ὁμοίῶς ἐάν α”»θ, ϱ:50 ἰσχύει : ή : ρ(1 -κ)ρ-Ἱ --ρἀχ 0 καὶ κατὰ συνέπειαν 


0 
δείξατε ὅτι: ({ -γα)ρ2»ί --ρα. 


18. Εάν α,. β,γεΕ’ καὶ ρ.5ἱ δείξατε ὅτι : 


/ -. [(κ-Υρ-]----κρ-ἒ]άι 50 καὶ συμπερασματικῶς ὅτι: (α--β-ΓΎ)ρ-Γγαρ;2(α-{ β)θ -Γ(α 1-γ)Ρ 
α 
1 1 ν 
19. ᾽Αποδείξατε ὅτι : - ΙοΕίν --- 1)-Γ 2 Ιον « { ιορχάχ««Ιοβν καὶ συµπερασμα- 


ν---ἲ 


τικῶς ὅτι: 


-- 


0 Ιορ(νΏ -- { ορχάχ-« - Ίορν 


20, ᾿᾽Αποδείξατε ὅτι : 


π 
πα Ἕ ἐπ 2 2 
2 -. χημχ πα 
1) ἴ ημχᾶκ Ξ ή ημκάχ 2) {; [Π συνᾶκ ἆ Ἴ 
π ϱ 
ολ ἡ 
π 
ο τικ 
9) 291 / « συν χσυν(νχ)άχ --π 4) { "χο ς ἀχΞ0 
0 
1 
5) εἷς / εκ άχ-1 6) ήᾗ ἡχΚημακ)άχ Ξ- Ξ η ᾽ημκ)ὰχ 
0 0 


31. Νὰ οὑρεθοῦν τὰ κάτωθι ὅρια ἀκολουθιῶν μὲ τύπους: 
1 1 1 

στ -- ----- -ἵ- Ἕι..- -τ-- 

ον --ἰὲ ανν --2ἳ γ/2ν --ν' 


3 2 -- 13 

ο ου 
1 1 

λα στ 


4) α, -- - [νν ΦΤΕΡΑ Ε νν--α-- πε] 


1λα, - 


1 
ο 2ν 


ν ν ν 
σον σρρ στῃ 
» --... 
π 2π νγπ--π 
ϐ) αν -- Ίαν πα απ στ 
κ κ κ 
Τ) ἆ, -- απ Ἐν Κεκ" 


νκτ 


ν 
πω Ἡ το κι σν 
αν γα Ἐπε) απ) ν) 
22. Ἐὰν ἡ Ε εἶναι συνεχὴς καὶ εἶναι έ(α--β---α) Ξ- ἔ(χ) δείξατε ὅτι : 
[ ρεκ-- οβ. / αχ 


. α 
23. Εὰν ἡ Ε εἶναι περιοδικἡ περιόδου {, δει 


[ο ὄηρθας -- Π δρδὰκ 
δα ο 


24. Μὲ τὸν ὁρισμὸ κατὰ ΕΙεπιαπη νὰ ὑπολογισθοῦν τὰ ὁλοκληρώματα : 


9 [α ἀχ 2) [πό 
χρ 
υ] α 


- τ- 
3) [ συνκὰκ 4) [3 ἄχ]α,β 0 
α α 
β . Β 
9 [ Ιορχάχ[|α, βες΄’ θ { χλάχ 
α α 


25, Νό εὑρεθοῦν τὰ ἐμβαδὰ τῶν χωρίῶων τῶν ὁριζομένων ὑπὸ τῶν κάτωθι καμπύλων: 
1) Υ - --χξ--θχ--Ι4,κ--λ,χ--», νΞ0 2) Υ -- Αχ2-Ι-2Υ-0,χΧΞ0,κ«-23 


να λυ 
3) κά ονὰ ο ολ ο μα ας κὂ- 3χὲ, Υ -- 0 


9) Υ: -- 4χ, Υ -- 2χ--4 ϐ) χ -- 8--2γΙ- ν χκ-θ,γ----ί,γ--3 
Ὄγτκν]-κ,γ-οθ 8) Υ -- ΚΧ, χ” -- ΚΥγ, ΚεΕ. 

9) Υ' -- 2ὰ, Υ’ --- ---2κ-ἰ- 32 10) Υ -- --χδ-Γ2χ,Υ-- κ 

11) Χ-ΕΥΞΟΖΥΞΣ,ΥΞΟ 12) ν -- χὸ--2κ, ν -- 3χὰ 

13) νὸ -- 1 -4κ, Υ) τ- 1 ---2κ 14) Υ.-- 2χ, Υ’ -- ἂχ- -χὰ 


Κύκλος δεύτερος 


26. Νἀὰ ὑπολογισθοῦν τὰ ἀκόλουθα ὠρισμένα ὁλοκληρώματα : 


)) [ Οκ. χθὰχ 2) { ως 
. Ὑπ 
-ᾱ ἴ 
ὰπ 
3[ε Σακ ϱ ᾗ ὁ ημκάκ 
ας) π 
μα.” 
2 ἄκ ρ 
5) / τας 6) { Ιορκὰκ 
ει] Ἱ 
Ὄ Ἡη 5 (6 Εχλάκ ϐ) ᾗ σας, 
6 0 
. νΣ 
9) / κ’ 4 χ"- -χξ ἀκ 10) ) κὶρλ ἀχ 
Ι-- 0 
27. Δείξατε ὅτι : 
π π 
2 3 2 
ν{ χληµλχάκ -- Ξ ---ᾱ 2 [ χλημχάχ -π--2 
0 ] 
π π 


2 να 2 κ ὦ 
3) η συν θάθ-- -Ὁ τν καὶ / συν’-θάθ -» ἴν-- -- τ. - [νο 
ο 0 


ΕΞΙΦΗΡΕΓ:: 


π : π 
2 -ᾱ π2) αν 
9 / ημ’θ4θ -- -- { ημ'-2θάθ -, ἕν -- -- Γν 
᾿ Π 0 
Ἡ ῥ π ς ͵ 
Εἰναι δὲ 10 -- Γο-- » καὶ 1 -- ἔι -- 1. 
Βάσει τούτων δείξατε ὅτι : 
τι .. 
2 ος {ν ο 2ρ--Ι πα | 
ρ μν δρ στι ος ΑΣ ς πο ο άμωυςς 
ᾗ συν)ρθάθ / ημοθάθ---ᾱ-- ο  ς 2ρ'ὁ] ρεν 


π π 
εἰ ας Ἡ ὃ ᾱ ἆ 2ρ | 
2ρ.1Ω40 -- αρ1β(Θ -- ο -ᾱ ον η 
ᾗ συν;ρτ1βάθ / ημ”ρ1θάθ ο ῃ 2ρ-Τ| μεν 


28,. Θέτομεν Ίμιν π- { ημμ  συν’θάθ μὲ µ, νεΝ. Δείξατε ὅτι : 


πμμ1θσυν”'1θ γ---ἶ 


Ἰμιν Ἑπε με] κας. μ-εῖ, ]μ--2, γ--- καὶ 
Ι ηἡμμ” 1θσυν'-1θ ν---ἲ . 
µιν π- μον μην Ἰμν--2 καὶ 
ο καί ημμ 1θσυν' 1  µ--ὶ 
μιν μον τ μ-εί 1μ.., ν 
καὶ ἐκ τούτων ὅτι : 
ως Μα 
2 κ. 2 
{ Πμμθσυνθάθ -- ή ημμθσυν’-“θάθ 
μτν 
0 0 
π π 
2 πα 2 
{ ημμθσυν’0ά0 -- τς ᾗ ημμ- θσυν"θἀάθ 
[ υ 
6 ηµ(ὸν.-- ' 
29. 'Εὰν Ἱν | νι β ἀθ|νΕεΝ, δείξατε ὅτι ]ν-ἷν 1ΞΞ 0 καὶ ὅτι : 


π 
Γ2 πμνθ νπ 


ια ημ(ν--1)θ  τπ : 
ξ ημ0 θ 


καὶ 
ημθ 2 
0 [] 
30, Νὰ ὑπολογισθῇ τὸ ἐμβαδὸν τοῦ χωρίου τοῦ περιεχοµένου μεταξὺ τῆς καμπύλης 
μὸ ἐξίσωσιν Υ Ξ- 4κ -- χὲ καὶ τοῦ ἄξονος τῶν Χ., 
31. 'Ὁμοίως διὰ τὴν καμπύλην μὸ ἐξίσωσιν Υ -- χὸ --3χ-Γ2 καὶ διὰ τῶν εὐθειῶν 


μὲ ἐξισώσεις χκΞ{ καὶ χ5 ὰ 


32. 'Οµμοίῶς διὰ τὴν καμπύλην μὲ ἐξίσῶσιν Υ -- χὸ-Γόχὲ --- 7χ καὶ τοῦ ἄξονος τῶν χ. 


35. Ποῖον τὸ ὀμβαδὸν τοῦ χωρίου τοῦ μεταξὺ τῆς παραβολῆς γῦ -- 4κ καὶ τῆς εὐ- 
θείας Υ -- 2χκ--- 4. 


34. Ποῖον τὸ ἐμβαδὸν τοῦ χωρίου τοῦ κειµένου μεταξὺ τῶν δύο παραβολῶν 
Υ ξ- όκ-- κ’ καὶ Υ -- κ΄ ---2κ. 
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35, Ποῖον τὸ ἐμβαδὸν τὸ περικλειόµενον (ἐσωτερικὸν) τῆς γραμμῆς μὲ ἐξίσῶσιν 
γΣ τε χΣ- χα, 

36. Νἀ εὑρεθῆ τὸ ἐμβαδὸν τοῦ µικροτέρου χωρίου τοῦ κειµένου μεταξὺ τοῦ κύκλου 
χα) -|-Υ» - 25 καὶ τῆς εὐθείας χ -- 3, 

31. Θεωροῦμεν τὴν συνάρτησιν Εἔ μὲ τύπον {(χ) -- συν΄Χ-- συνχ|χ-- ταὰ. 

1) Νὰ δειχθῇ ὅτι εἶναι περιοδικἡ μὺ περίοδον 2π. 

2) Νἁ εὑρεθῇ ἡ παράγωγος αὐτῆς. 

3) Νὰ μελετηθῇ ἡ Ε καὶ νὰ γίνῃ γραφικἡ παράστασις αὐτῆς μεταξὺ 0 καὶ π. 


4) Νὰ κατασκευασθῇ ἡ ἐφαπτομένη εἲς τὸ σημεῖον τετμηµένης χ σ-- 


5) Δείξατε ὅτι ἔχομεν ἀμέσως καὶ τὸ διάγραµµα τῆς Ε εἰς τὸ --π Ξ χς 0, καὶ ἆκο- 
λούθως καὶ διὰ χ τυχόντα. 

ϐ) Νὰ ὑπολογισθῆῇ τὸ (Ε) τοῦ χωρίου τοῦ μεταξὺ τοῦ ἄξονος τῶν χ καὶ τῶν παραλ- 
λήλων πρὸς τὸν ἄξονα τῶν ν ἀπὸ τὰ σημεῖα μὲ τετµηµένας χ-- ἐ-ᾱ καὶ ΧΞΠ. 


7) Ὁμοίως νὰ ὑπολογισθῇ τὸ χὠρίον Ε’ τὸ μεταξὺ τοῦ ἄξονος τῶν χ τοῦ διαγράµ- 
µατος τῆς Ε καὶ τῶν τεταγµένων εἰς τὰ σημεῖα μὲ τετµηµένας χ--0 καὶ χ -π. 
38. Θεωροῦμεν τὴν συνάρτησιν { μὲ τύπον (9) -Ξ- μονο 
1 -χὸ 
1) Νὰ μελετηθῇ καὶ νὰ γίνῃ τὸ διάγραµµα αὐτῆς. 
2) Νὰ ὑπολογισθῇ τὸ (Ε) τοῦ χωρίου τοῦ κειµένου μεταξὺ τοῦ ἄξονος τῶν χ, τοῦ 
ἄξονος τῶν Υ, τῆς εὐθείας μὲ ἐξίσώσιν κ -- --ἶ καὶ τοῦ διαγράµµατος τῆς {Γ. 


39, Νὰ ὑπολογισθοῦν τὰ ὁλοκληρώματα : 


ϱ) [ημ(οῦ ημένθάκ 
2) / ημί(κχ) συνχ(νχ) | ἀχ 


3) Ἆ συν(κσ) συν(νχ)άχ| κ, νελ. 


40. Δείξατε ὅτι : 


ώ -..- ο ἃ πο πο ο ο ολ 
(αὖ-Ι-χ”)μ α [ὤμ ---2)(α---- χ”θ)μ-ὶ 2µ--- 29 (αἲ χλμ | 
β) ος (ὦ-- χθμάκ -- πα 4 η ην (-- κθν-α ἂχ 
ο ἀχ 1 χ μις 3 αχ 
: η ὍὉ- ων ᾱ σαι ροσ--σμε μυ τώρα] 
Χχ(κ ---- αἲ)η 2μα” 


δ) [α ---αἲ)μ ἃκ -- [ο -- αλ) ἄχ 


μμ ο 2μ-[ 


--α ο. 
μμ μ.-1 [πμντκάκ| μγο 
µ Μ 


ε) { ημχ"άχτ- --- 


στ) ἵς ου / χμ-αραχάχ]α - 0 
α α 


αρ 
--ἲ . ν 
Ό [συν'κάκ-- αι. 4. κ [Γουν" ΄κάκ] μέ 


. πι ος κ. 
η) {πμ χσυν'χάχ - τος. -- ο : [μυ Χσυν' χάχ|μ--νσ0 


πμῃ χσυν κ µ--1 -» 
απο Εμ ᾱ. [πμ χσυν'χάχ|μν 0 


μεν "μεν 
µ ὰ. κ 
ϐ) ᾗ χ΄ημβχάκ -- -- “3 : συνβχ -- π ] χἩ Ἰσυνβχάχ|β-έ0 


µ - 
η [αν συνβχὰκ -- τ ημβα --- τ [" Ἰσυνβχάκ[ β ν 0 


41. Νὰ εὑρεθοῦν αἱ παράγῶγοι τῶν κάτωθι ὁλοκληρωμάτων: 


4 αχ 1 
α) [ (--εγθάι δ [-τ- Έ συνε 4: | στὸ [0, πὶ 
ο ας 
απ΄ Ἱ---κ 
β) [ 1οβ()άί ϱ) ή  --- 21394: 
ος Π 
χ 2χ 
γ) / ὅ(ὅ «-λ)άί στ) { (1 γή θάϊ 


42. Νὰ εὑρεθοῦν ὅλαι αἱ πραγµατικαὶ τιμαὶ τοῦ χ διά τὰς ὁποίας : 


1 1 κ 
ή (δ- θά Ξ- πα (ε--- δ) αχ 
5 ν2΄ 
Ἔστῳ (κ) ξ κ--[κ]-- 1/2 ἂν χεζ καὶ ΓΕ) Ξ- 0 ἄν χεΖ. Νά προσδιορισθῇ µία νέα 


συνάρτηση σ(κ) ἴτέτοια, ὥστε: σ(κ) - / 5 Γ(ὐάί ψχεΒ. 
0 


α) Νὰ παρασταθῇ γραφικῶς ἡ Ρ στὸ διάστηµα [---, 3]. 
β) Δείξατε ὅτι ἔ(χ-ἰ-1) ΞΞ Γ(9) νψχεΒ. 
9 
γ) Δείξατε ὅτι σ(χ) -- -- ν Ξ στὸ [0, 1] καὶ ὅτι σ(κ--Ι) -- σ(κ) νκε[θ, 1]. 
δ) Νἀἁ ἐκφραστῇ Ἡ σ(χ) συναρτήσει τοῦ [Χ] ([χ] -- ἀκέραιον µέρος τοῦ κ). 


Ι 
ϱ) Νὰ προσδιορισθῇ ἡ σταθερἁ Κ οὕτως, ὥστε | (σ(ι) (-Κά! -- 0. 
0 


43. ᾿Εὰν ἡ Ε εἶναι συνεχἠς στὸ [α, β] καὶ Ε(α) Ξ- 0, δείξατε ὅτι : 


καὶ συμπερασματικῶς ὅτι Ιπιην -- πιαχέ(κ) | χε[α, β], Ιπιην Ξ- παἰπί(κ) |κεία, β! ] 
υγ λαο ντ Γοο 


-- ο - 


π 
2 π 
συν2νχ]ορστεμχόχ -- ------- 


44. Ἐὰν νε Ν, δείξατε ὅτι : στ 


ο 


0 
ἀιϊ 


: ΨΧΕΕ᾽ ἀποδείξατε τότε τὰς ἰδιότητας τοῦ; 


45. Θέτομεν ἐξ ὁρισμοῦ ΙΟΡεΧΞ- ἡν ς 
1 


λογαρίθµου. 
46. Ἐὰν κ -- χ»--αχ--αὖ, δείξατε ὅτι : 


ν 
- 2χ--α 2 Άναξ 2 
ν η 
[να αχ -- 5(ν ο ασε Χ ἀχ 


π 


: 
47. Ἐὰν [(ν)-- ᾗ εφ'χάχ, ν - 1, δείξατε ὅτι : 
ϱ 


α) {(ν-- 1) Εν) 
) {(ν)Γ{(ν---2) -- --- 


τ τ. 53. 


1 1 


. νε 3 


49. ᾿Εὰν ἴ(π) -- 2 καὶ / ο ΕΕ” (Ἱημχαχ Ξ-5, τότε νὰ ὑπολογισθῇ τὸ {0).. 
0 


ΕΚΤΥΠΩΣΕΙΣ ΟΕΕΞΕΤ 


ΑΤΤΙΚΗ ΕΕ 
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